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1. Theoretische und experimentelle Untersuchungen 
über die Würmeleitfähigkeit von Gasgemischen; 
= von Sophus Weber. 


| Wegen der großen Bedeutung der Halbwattlampe für die 
See Beleuchtungstechnik hat die Wärmeleitfähigkeit der Gas- 
gemische ein bedeutendes Interesse erhalten; und um die 
Verhältnisse bei höherer Temperatur untersuchen zu können, 
ist es von Bedeutung, diese bei niedriger Temperatur zu 
kennen, d.h. die kinetische Wär ıeleitfähigkeit der Mischung. 
5 Um eine Formel für die Wär ıeleitfähigkeit eines Gas- 
Memisches abzuleiten, kann man z. B. eine Methode ver- 
enden, die von M. Knudsen angegeben wurde.!) Betrachten 
ir ein reines Gas, worin zwei parallele Platten A, und A, 
mit den Temperaturen ti,’ und ty’ im gegenseitigen Abstande b 
Bngebracht sind. Es wird angenommen, daß b groß ist im 
Vergleich zu der mittleren freien Weglänge. Zwischen die 
Platten und parallel zu ihnen legen wir zwei Ebenen C, und C,, 
leren Abstand verschwindend ist im Vergleich zu der mittleren 
Beien Weglänge im Gas. Diejenige Wärmemenge Q, welche 
Bro Oberflächeneinheit in der Zeiteinheit zwischen den Platten 
en) und C, übergeführt wird, kann dann mit Hilfe der 
Wärmeleitfähigkeit, e, geschrieben werden: 


Q=e.p.4t, 


io p den Druck und 4t die Temperaturdifferenz der durch 
lie Platten in entgegengesetzter Richtung sich bewegenden 
Moleküle bedeuten. Dieser Ausdruck ist so zu verstehen, daß, 
wenn die Geschwindigkeit der von rechts kommenden Mole- 
küle so geändert werden würde, daß sie gleich der Geschwindig- 
keit der von links ko ımenden Moleküle würde, so würde 
man an dieser Stelle ein homogenes Gas von der Temperatur t 
haben. In derselben Weise ist die Temperatur, t, der von 
inks kommenden Moleküle aufzufassen. Man hat dann 


1) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 84. p. 651. 1911. 
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dt=t-t,. Indem wir At als verschwindend im Vergleich 
zu der absoluten Temperatur des Gases ansehen dürfen, können 
wir für die Temperatur zwischen den Platten C, und C, den 


Wert 


verwenden und annehmen, daß die Temperatur sich nach 
beiden Seiten linear ändert, so daß sie in dem Abstande z, 
rechts der Ebenen gleich t, und in einem ebenso großen Ab- 
stande links der Ebenen t, ist. Die durch die Ebenen gehenden 
Moleküle werden dann duichschnittlich Geschwindigkeiten be- 
sitzen, als ob sie alle von den Abständen z, von den Ebenen 
gekommen wären. Da z, natürlich proportional der mitt- 
leren freien Weglänge sein muß, erhält man 2a, = k,A, und da 


At=22,-4, 


wo dt/dxz den Temperaturgradienten zwischen den Ebenen 
bedeutet, so erhält man 


dt 


und hieraus 
dt dt 
wo K die kinetische Warmcleitfalickeit ist. Hieraus folgt 
K=kepa. 


Hier ist k, ein Faktor, welcher für den Abstand maßgebend 
ist, in welchem die Eigenschaft (Geschwindigkeit, Energie) 
vorhanden ist, welche ein Molekül, das zum letzten Male im 
Abstand A gestoßen hat, besitzt. Wenn die Geschwindigkeits- 
übertragung bei gegenseitigem Zusammenstoß der Moleküle 
bei allen Gasen in derselben Weise vor sich ginge, so müßte 
k, für alle Gase denselben Wert haben. h, steht natürlich 
in naher Beziehung zu dem von Jeans eingeführten Per- 
sistenzkoeffizienten. 

Wenn wir jetzt diese Methode auf eine Mischung zweier 
Gase verwenden, so erhalten wir ganz analog, da die einzelnen 
Moleküle zwischen den Platten C, und C, nicht zusam ıen- 
stoßen : 

Q = py At, 
wo 


> 
2 
u 
u 
u 
p 
06 
; we 
: de 
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indem A’ und A” die mittleren freien Weglängen in der Mischung 
für die Moleküle 1 und 2 sind. 

Wir erhalten hieraus 

K +a" py” , 

und mit leichtverständlichen Bezeichnungen i 


K, =a, py Ay und = Py Ay 
und also 


Nun ist nach allgemein bekannten Formeln!) 


1 
| 
yası 
und 
wo 


8, + 8, 
3, 


und s den Moleküldurchmesser, während n die Molekülzahl 
pro Kubikzentimeter bedeuten. Hieraus folgt: 


Wo p, und p, die Teildrucke der zwei Gase in der Mischung 
darstellen. 

Betrachten wir jetzt die innere Reibung in derselben 
Gasmischung. Der molekularen Wärmeleitfähigkeit, e, ent- 


1) Vgl. z.B. G. Boltzmann, Gastheorie. I. p. 70. 
82° 


| | 
si, + K, 
vi 
2m, N, 2m, N, 
e oder 
4h 
Pı Pı 
n 
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sprechend, können wır hier in der folgenden Weise die mole- 
kulare Reibung, u, einführen. 

Wir denken uns zwei parallele Platten A und B in einem 
Gase, wobei der Abstand der Platten sehr viel kleiner als die 
mittlere freie Weglänge sei. Bewegt sich die Platte B in ihrer 
eigenen Ebene mit der Geschwindigkeit v, so wird pro Quadrat- 
zentimeter und Sekunde an die Platte A die Bewegungs. 
größe übergeführt: 

—Nm2. v= Vopv, 
indem ich dieselben Bezeichnungen benutze wie Martin 
Knudsen. Die molekulare Reibung, «, setzen wir gleich 


273 
Ve, 0 


Betrachten wir nun in fae Weise wie bei der Wärme- 
leitfähigkeit zwei parallele Platten A und B in einem Gase, 
von denen die Platte A sich in seiner eigenen Ebene mit der 
Geschwindigkeit v» bewegt, während die Platte B stillsteht, 
und legen wir wieder zwei parallele Ebenen C, und C, so 
dicht nebeneinander, daß der Abstand zwischen C, und (, 
verschwindend im Vergleich zu der mittleren freien Weglänge 
ist, so finden wir ganz in derselben Weise, indem die Tem- 
peratur in der Ableitung durch die. Geschwindigkeit, v, ersetzt 


wird, daß: 
n=kpuh. 


Die innere Reibung der Gasmischung wird dann bestimmt 
durch 


Wenn wir voraussetzen, daß die Energieübertragung ‘bei 
den zwei Arten von Molekülen in derselben Weise vor sich 
geht, so ist a’ = a, = a” =a, und kh’ =k, =k” = ky, so daß 
die Formeln für Wärmeleitung und innere Reibung in der 
Mischung lauten werden 

Ay 


(I) 


1) S. Weber, Ann. d. Phys. 54. p. 335. 1917. 


se 
_ m k na 
1+4= 1+B- 
Pı Ps 
| |  1+ Ae % 
1+B- 
z 


x 


Die Werte von A und B sind durch die Ausdrücke 


m, + M, 8, + 8,\? +m 
® und B ER also mit Hilfe der Molekulargewichte 
und der Molekulardurchmesser s, und s, berechnet werden. 
Diese können wieder berechnet werden, wenn man die innere 
Reibung, die Dichte, die Konstante C in der Sutherland- 
schen Formel usw. kennt. 

Die Formel (I) ist früher in anderer Weise von Frl. Was- 
siljewa®) abgeleitet worden, während die Formel (II) in der 
Form mit der Formel von Thiesen?) übereinstimmt. Thiesen 
hat jedoch nicht die Werte der Konstanten A und B bestimmt, 
indem er die Formel nicht molekularkinetisch ableitete, und 
hat deshalb nicht gesehen, daß die Konstanten in den beiden 
Formeln dieselben sein müssen. Die Formel für die innere 
Reibung von Thiesen ist besonders von K. Schmitt?) 
untersucht worden, indem er sie auf das vorliegende Material 
verwendet hat. Er fand, daß die Formel im allgemeinen die 
Beobachtungen recht gut darstellt, indem es immer möglich 
war, mit Hilfe de: Methode der kleinsten Quadrate Werte 
für A und B zu finden, so daß die maximalen Abweichungen 
im allgemeinen 1 Proz. nicht überschritten. In der unten- 
stehenden Tabelle ist eine Zusarimenstellung der Werte von 
A und B für verschiedene Mischungen gegeben. 


Gas- 
mischung 


1,362 3,064 
2,443 _ 
3,57 
2,032 0,383 
0,875 
0,305 2,70 
1,07 


1) A. Wassiljewa, Physik. Zeitschr. 5. p. 737. 1904. 
2) M. Thiesen, Verh. d. D. Physik. Ges. 4. p. 348. 1902. 
3) K. Schmitt, Ann. d. Phys. 80. p. 406. 1909. 
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(il) | And | 
| 
| 
| 
0 
7 
se 
nt 
Il Ill IV i 
Aber. Boer. A, B, Ax By 
yel 0,-H, 2,37 0,915 0,373 1,379 | 
ch 1,075 0,935 0,456 _ 
ß N,-H, 2,16 0,960 0,230 - 
a Ar-He 1,62 1,165 0,343 2,918 
er He-H, 1,56 0,698 1,167 
H,-CO, 1,010 2,56 1,461 0,40 
N,-Ar 0,858 1,190 = 0,95 
| 
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In Kolonne I ist die Mischung angegeben; in II die nach 
obigen Formeln berechneten Konstanten A und B; in III die 
aus den Bestimmungen der inneren Reibung berechneten 
Werte von A und B, und in Kolonne IV die mit Hilfe der 
Wärmeleitfähigkeit gefundenen Werte. Die *Zablen der Ko- 
lonne III stammen für die ersten Mischungen von K. Schmitt; 
die Werte der He-H,-Mischung sind von den Bestimmungen 
von A. Gille!) genommen. Die Zahlen für die H,-CO,- 
Mischung habe ich mit Hilte der Beobachtungen von Breiten- 
bach?) berechnet. Mit diesen Konstanten ist die größte Ab- 
weichung kleiner als 1 Proz. Die Zahlen der Kolerne IV 
stammen bzw. von A. Wassiljewa (O,-H,), Johs. Wachs- 
muth®) (Ar-He) und mir (vgl. später). Die Abweichung 
zwischen den beobachteten und berechneten Werten beträgt 
bei Wassiljewa und Wachsmuth maximal ca. 3 Proz. 
Wachsmuth fand jedoch bessere Übereinstimmung bei Be- 
nutzung imaginärer Werte für A und B. 

Wenn man die Zahlen der verschiedenen Kolonnen ver- 
gleicht, so sieht man, daß die Übereinstimmung ziemlich 
schlecht ist, besonders, wenn die Molekulargewichte der beiden 
Komponenten stark voneinander abweichen. Auch bei der 
Mischung O,-N, ist die Abweichung sehr groß. In diesem 
Falle sind jedoch die Konstanten sehr schlecht bestimmt, 
indem die beobachtete Reibung bei dieser Mischung nur sehr 
wenig abweicht von derjenigen, die man bei der Berechnung 
der Reibung in der Mischung nach der gewöhnlichen Mischungs- 
regel erhalten würde. In diesem Falle kann man den Werten 
A und B überhaupt keine Bedeutung zuschreiben, was man 
auch direkt aus den Schmittschen Zahlen für die Mischung 
O,-N, ersieht, indem er A und B mit Hilfe von Messungs- 
reihen bei 15°, 100° und 188° bestimmt hat. Er fand die 
folgenden Zahlen: 


Jedoch ändert sich dieses Verhältnis, wenn wir Messungs- 
reihen betrachten, wo der beobachtete Wert erheblich ab- 


1) A. Gille, Ann. d. Phys. 48. p. 779. 1915. 
2) A. Breitenbach, Ann. d. Phys. 5. p. 166. 1901. 
3) J. Wachsmuth, Physik, Zeitschr. 9. p. 235. 1908. 


A, B 
15° 0,456 2,448 
100° 0,98 1,10 
188° 0,48 2,82 
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weicht von demjenigen, den man nach der Mischungsregel 
zu erwarten hätte. In diesem Falle, z. B. Sauerstoff-Wasser- 
stoff und Stickstoff-Wasserstoff usw., darf man wohl an- 
nehmen, daß A und B mindestens mit 20 Proz. Genauigkeit 
bekannt sind. Sieht man indessen in der Tabelle nach, so 
bemerkt man, daß dies nicht den Unterschied der berechneten 
und beobachteten Werte erklären kann. Es müssen also Fak- 
toren vorhanden sein, welche die Theorie in dieser einfachen 
Form nicht berücksichtigt hat. 


Gehen wir jetzt dazu über, die Wärmeleitfähigkeits- 
bestimmungen der Kolonne IV zu betrachten, so zeigt es 
‘sich, daß das Material gering ist. Fin die O,-H,-Mischung 
stimmen die mit Hilfe der Wärmeleitfähigkeit berechneten 
Werte von A und B weder mit den theoretischen noch mit 
den aus der Reibung bestimmten Werten überein, vielleicht 
doch am besten mit den theoretischen, während die Kon- 
stanten der Ar-He-Mischung am ehesten mit den aus der 
Reibung bestimmten übereinzustimmen scheinen. 


Die Untersehiede sind so groß, daß eine Ursache vor- 
handen sein muß, welche die Theorie nicht berücksichtigt hat, 
oder eine Voraussetzung, die nicht erfüllt ist. Man muß dann 
annehmen, daß es daran liegen wird, daß die Geschwindigkeits- 
übertragung nicht in derselben Weise zwischen schweren Mole- 
külen gegenseitig und zwischen schweren und leiehten Mole- 
külen vor sich geht. In diesem Falle werden a,, a’... und 
k,, k’ nicht Konstanten sein, sondern Funktionen dıs Mischungs- 
verhältnisses. Daß die Geschwindigkeitsübertragung nicht in 
gleicher Weise vor sich geht, müßte man dann so verstehen, 
daß Energiegleichgewicht zwischen z. B. den leichten Wasser- 
stoffmoleküulen und den schweren Kohlensäuremolekülen nicht 
zustande kommt, wenn in der Mischung ein Temperatur- oder 
Geschwindigkeitsgefälle vorhanden ist. In diesem Falle müßte 


man einen Akkommodationskoeffizient für die beiden Molekül- © 


arten einführen analog zu dem Akkommodationskoeffizienten 
relativ zu einer festen Oberfläche. Jeans hat einen Versuch 
in dieser Richtung gemacht, indem er den sogenannten Per- 
sistenzkoeffizienten eingeführt hat. Er zeigt zunächst, daß 
man nicht annehmen darf, daß ein Molekül diejenige Eigen- 
schaft (z. B. Bewegungsmenge oder Energie) besitzt, welche 
dem Orte entspricht, wo es zum letzten Male einen Zusammen- 
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stoß erlitten hat, wenn in dem Gase ein Gesch windigkeits- 
oder Temperaturgefälle existiert. Er zeigt in dieser Weise, 
daß man in der Formel der inneren Reibung die mittlere freie 
Weglänge A durch f’A zu ersetzen hat, wo 


1 
Bal | 


und @ = 0,406. © wird nach Jeans der Persistenzkoeffizient 
genannt. 

J. P. Kuenen?) hat nun die Jeansche Theorie weiter 
geführt, indem er gezeigt hat, daß der Persistenzkoeffizient 
einer Mischung von dem Mischungsverhältnis und von den 
Massen der beiden Moleküle abhängt. Es zeigt sich dann, 
daß der Persistenzkoeffizient eine bedeutende Rolle spi len 
kann in einer Mischung aus schweren und leichten Molekülen. 
Die von Kuenen abgeleiteten Formeln sind sehr kompliziert, 
weshalb ich hier nicht näher auf ihre Ableitung eingehen 
werde; ich erwähne nur, daß es mit Hilfe des Persistenz- 
koeffizienten gelungen ist, das Maximum der inneren Reibung 
von der Mischung CO,-H, zu erklären. Die Größe des Maxi- 
mums sowie die Lage derselben stimmen auch recht gut.?) 

Mit Hilfe der Kuenenschen Formel für den Persistenz- 
koeffizienten für die verschiedenen Arten von Molekülen in 
der Mischung ist es ein Leichtes, zu sehen, welchen Einfluß 
diese ausüben werden in unseren Formeln für die Wärme- 
leitung und die innere Reibung. Kuenen fand?), indem ich 
die früheren Bezeichnungen verwende, den Persistenzkoeffi- 
zienten der Moleküle 1, f’,, zu 


27. 
fi 1: an,no 
und denjenigen der Moleküle 2 zu 


= 1:{1 29%, — bn, nai", 

1) J. P. Kuenen, Comm. of Leiden. Nr. 28, 36 und 38 Suppl. 

2) Wendet man die Formel von Puluj an (vgl. z. B. O. E. Meyer, 
Kinetische Theorie der Gase, p. 200), welche durch Mittelwertbildung in 
ziemlich roher Weise abgeleitet worden ist, so findet man auch das 
Maximum. Sowohl die Größe wie die Lage stimmen recht gut (vgl. z. B. 
Ernst Thomsen, Diss. Kiel 1911). Wenn man eine ähnliche Methode 
verwendet, um eine Formel für die Wärmeleitfähigkeit einer Gasmischung 
abzuleiten, so kommt man jedoch zu ganz falschen Resultaten. 

3) J. P. Kuenen, Comm. of Leiden, Nr. 28 p.7 Suppl. 


ER 
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wo a und b zwei Konstanten sind, die aus m, und m, zu be- 
stimmen sind. @ ist der Jeansche Persistenzkoeffizient eines 
reinen Gases. 

Führen wir f,’ und f,’ in unsere früheren Formeln ein, 
so müssen wir A’ durch f}’A’ und A” durch f,’A” ersetzen. 
Hieraus erhalten wir: 


+a" pod - 
Da 


+ ’ 1 1 
Ki ph, 1-46 und K, =a" &, py 1-}6 
ist, so sieht man leicht, daß 


1447 14382 
Pa 


Pı 
wo A, und B, zwei Konstanten sind, die durch m,, M,, 8; und 5, 
samt © bestimmt sind. 

Es zeigt sich also, daß nur A und B verändert sind, 
während die Form der Formeln dieselbe geblieben ist; dies 
gilt natürlich auch für die innere Reibung. Da man annehmen 
muß, daß der Persistenzkoeffizient in derselben Weise in die 
Wärmeleitfähigkeit und die innere Reibung eingeht, so müssen 
A, und B, dieselben sein, wenn sie aus der Wärmeleitfähigkeit 
und aus der inneren Reibung bestimmt werden. Da dies 
jedoch nicht der Fall ist, wie die Tabelle p. 5 zeigte, und da 
die Berechnung mit dem Persistenzkoeffizienten doch nicht 
exakt durchgeführt werden kann, so ist es augenblicklich 
wahrscheinlich dos Zweekmäßigste, diese einfachen Formeln 
für die Wärmeleitung und die innere Reibung beizubehalten 
und A und B empirisch aus den Beobachtungen zu bestimmen, 
indem wir dann die Formeln als Interpolationsformeln be- 
trachten. 

Einen wertvollen Beitrag zu der theoretischen Lösung der 
Bestimmung der Wärmeleitfähigkeit und inneren Reibung gab 
Chapman.!) Er führt die statistische Berechnung für ein- 
atomige, symmetrische Moleküle in drei Fällen, nämlich erstens, 
wenn die Moleküle absolut elastische Kugeln sind, zweitens, 
wenn die Moleküle starre Kugeln sind, zwischen denen an- 
ziehende Kräfte wirken, und drittens, wenn die Moleküle 


1) S. Chapman, Trans. Roy. Soc. A. 216. p. 279. 1916. 
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Kraftzentren sind, welche aufeinander mit Kräften propor- 
tional zu ™ sind. Er findet hieraus außerordentlich kom- 
plizierte Formeln für die innere Reibung und den Wärme- 
leitfähigkeitskoeffizienten. Das Resultat im zweiten Falle ist 


Ep’ + Fp, p, + Cp* 


= 


E G 
— py* + F, py Py + — m’ 
Na 


FE’ 
— + p, py + — 
M Na 


Pı + Pa We 
(Cha = Py + We 

In diesen Formeln bedeuten w, und w, die Dichten der 
beiden Stoffe, während E, F, G und E’, F’, G’ und F,’ Kon- 
stanten sind, die bestimmt werden können mit Hilfe von 
71, und der Diffusionskonstante D,, samt einer unbekannten 
Konstante k,, welche von den Kräften zwischen den Mole- 
külen abhängt. E’, F’, G’ und F,’ sind jedoch viel kom- 
pliziertere Funktionen als E, F, G und F,, so daß die Be- 
rechnung dieser Konstanten sehr schwierig ist, um so mehr, 
&ls k, aus den Beobachtungen bestimmt werden muß. Chap- 
man hat die große Rechenarbeit für die innere Reibung der 
Mischung Aızon-Helium durchgeführt und findet recht gute 
Übereinstimmung zwischen beobachteten und berechneten 
Werten; die Formel für die innere Reibung gibt auch die 
Größe und Lage des Maximums gut wieder. 

Da indessen diese rationelleren Formeln nur für ein- 
atomige Gase gelten und außerdem sehr kompliziert sind, und 
da die einfacheren Formeln im allgemeinen die gefundenen 
Resultate mit hinreichender Genauigkeit darstellen können, 
so werde ich, bevor ich zu der Versuchen übergehe, diese 
etwas näher betrachten. 


Nach man 
Kk = 


1 1 


| | I 
und 
K.. = 5 (C,) 
wo 
Un Na 
und „= 
x 
wo 
t= a: 
Pe 
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Da K, =fe,,:m und K,=fc,, so erhalten wir 


K=fe,,' 


woraus hervorgeht, daB nach diesen Formeln keine Beziehung 
von der Form 
=f: My Cy, ı + 
m, + my 

besteht, wie man es erwarten könnte in Analogie zu den reinen 
Gasen. Für die Mischung 0, Hy, Ar-He und H,-CO, ist 
dies auch nicht der Fall, Zee f, in dieser Weise berechnet, 
zwischen 1,8 und 4,0 fiir eine und dieselbe Mischung variiert. 

Wenn man nach diesen Formeln untersuchen will, ob 
ein Maximum oder Minimum in der Wärmeleitfähigkeit der 
Mischung vorhanden ist, so kann man dies am bequemsten in 
der folgenden Weise machen: Es sei K, größer als K, und die 
Formel sei so geschrieben, daß K= K, fir x =0. Hieraus 
findet man: 

k 
Wenn 
d 
(a z=0 > 
ist, so existiert ein Maximum. 

Durch eine einfache Rechnung findet man hieraus, daß 
keine der gewöhnlichen, bekannten Gasmischungen ein Maxi- 
mum oder Minimum der Wärmeleitfähigkeit gibt, wenn die 
theoretischen Werte von A und B verwendet werden. 

Ich werde nun dazu übergehen, ein paar einzelne Gas- 
mischungen näher zu betrachten. 

Betrachten wir zunächst die Luft. In einer früheren Ab- 
handlung!) habe ich K, für Sauerstoff gleich 576,8 . 10-7 und 
K, für Stickstoff gleich 566,0 .10-° gefunden, samt K, für 
trockene, kohlensäurefreie Luft gleich 568,0 ..10-°”. Nehmen 
wir jetzt an, daß die Luft aus 21 Proz. O, und 79 Proz. N, 
besteht, und berechnen wir K, für Luft nach der Mischungs- 
regel, so finden wir 568,3. 10-7, also etwas größer als der be- 


1) S. Weber, Ann. d. Phys. 54. p. 446. 1917. 


‘ 
rai 
j 
te 
r 
. 
n | 
n 
| 
ie 
n 
le 
\- 
d 
n 
1, 
se 
i 


492 S. Weber. 


obachtete Wert. Wenn wir aber berücksichtigen, daß auch 
1 Proz. Argon in der Luft vorhanden ist, wird K, etwas 
kleiner. Mit Hilfe der gewöhnlichen Mischungsregel kann man 
auch mit großer Genauigkeit die innere Reibung der O,-N,- 
Mischung berechnen. 

Die Wärmeleitung der Mischung O,-H, ist von Frl. Was- 
siljewa untersucht. Werden ihre Resultate graphisch dar- 
gestellt, so zeigt es sich, daß man mit ziemlich großer Ge- 
nauigkeit K, bei einem jeden Mischungsverhältnis bestimmen 
kann. Da K, für Stickstoff und Sauerstoff nur sehr wenig 
voneinander abweichen, so wäre es von Interesse, zu sehen, 
ob die Mischung N,-H, stark von der Mischung O,-H, abweicht. 

Um dies zu untersuchen, stellte ich eine Mischung mit 
42,60 Proz. Wasserstoff (Volumprozente) durch Mischung 
von reinem, elektrolytischen Wasserstoff mit reinem Stick- 
stoff her. Die Wärmeleitung wurde mit dem früher be- 
schriebenen Apparat I!) bestimmt. Die Messungen sind aus 
der folgenden Tabelle zu ersehen. 

pin cm t 
26,82 10,397 
15,21 10,426 
8,97 10,459 
5,057 10,552 

6,439 

In dieser Tabelle steht in der ersten Kolonne der Druck 
in Zentimetern, in der zweiten Kolonne der Temperatur- 
unterschied At, zwischen dem Platindraht und der Umgebung, 
deren Temperatur 0° C war; in Kolonne 8 steht L =Q - S, 
wo Q die vom Draht abgegebene Wärmemenge in gr cal/sec grad 
bedeutet, während S die Strahlung darstellt, welche aus der 
Formel für die Gesamtstrahlung des Platins und aus den 
Dimensionen des Apparates zu bestimmen sind. In Kolonne 4 
steht Lyorr., welche aus L hervorgeht nach Korrektion für den 
Temperatursprung. Hieraus findet man Lyor. = 0,006400 für 
At = 10,45. Mit Hilfe der zwei letzten Beobachtungen erhält 
man hieraus Lyorr. = 0,006258 für At = 0, was K,' =1469,4 .10-’ 
ergibt. Nach Anbringung der Korrektionen wegen der Ab- 
leitung durch die Sonden und wegen der Dicke der Glas- 
wand wird 


1) S. Weber, Ann. d. Phys. 54. p. 344. 1917. 


AE 
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K, = 1471 .10-7 . 


Aus den Messungen Wassiljewas erhält man für die 
entsprechende Mischung O,-H, 


K, = 1590 . 10-7 , 


also einen Unterschied von ca. 8 Proz. 

Da ich nur diese eine Mischung untersucht habe, so ist 
nicht genügend Material vorhanden zur Bestimmung der Kon- 
stanten A und B. 

Eine der Gasmischungen, die von Interesse sind, ist die 
Mischung H,-CO,; denn hier hat man eine Mischung aus 
leichten Wasserstoffmolekülen und schweren Kohlensäuremole- 
külen. Aus der Tabelle p. 5 ist ersichtlich, daß die beob- 
achteten Konstanten, wie sie für diese Mischung mit Hilfe 
der beobachteten Werte der inneren Reibung bestimmt werden, 
in hohem Grade von den theoretischen Werten abweichen; 
dies müßte man auch nach der Persistenztheorie erwarten. 
Wenn nun, wie oben erwähnt, der Persistenzkoeffizient in 
derselben Weise in die innere Reibung und die Wärmeleit- 
fähigkeit eingeht, müßte man erwarten, dieselben Kon- 
stanten mit Hilfe der beobachteten Werte der Wärmeleitfähig- 
keit von der Mischung zu finden. Dies ist jedoch, wie wir es 
im folgenden sehen werden, nicht der Fall. 

Die verwendeten Mischungen wurden durch sorgfältige 
Mischung von reinem Wasserstoff und Kohlensäure hergestellt. 

Bevor ich zu der Besprechung des Beobachtungsmaterials 
übergehe, werde ich zunächst den Temperatursprung in einer 
Mischung betrachten. Versuchen wir, einen angenäherten Aus- 
druck für den Temperatursprung in einer Mischung zu be- 
stimmen, indem wir die besonderen Verhältnisse an einer 
festen Wand betrachten. Die zwei Molekülarten seien mit 
1 und 2 bezeichnet. 

In der Nähe des heißen Drahtes können wir dann vier 
Molekülgruppen unterscheiden, nämlich für die Molekülart 1 
diejenige Gruppe, welche in der Richtung auf die Platte zu 
kommt, und die Gruppe, welche sich von der Platte fort- 
bewegt, samt den beiden entsprechenden Gruppen für die 
Molekülart 2. Es haben diese vier Molekülgruppen bzw. die 
Temperaturen t, und 9, samt t, und 9,, während die Tem- 
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peratur des Drahtes T sei. Wenn die Akkommodations- 
koeffizienten der zwei Molekülarten gegen die feste Wand 
bzw. a, und a, sind, so findet man 


=t, +a,(T—t) nd +a,(T— 


Die Luftschicht dicht an der Platte habe nun die Tem- 


peratur t, wo 


nm, + My 2 nm, + My 2 
Der Temperatursprung At ist dann 


t= 


Da nach den ersten Gleichungen 


so erhält man 


At t)+ : — t,) 


Nun ist aber ¢, p, (0, —t,) die Wärmemenge, die pro 
Quadratzentimeter und pro Sekunde von den Molekülen 1 
von der Platte weggeführt wird. Diese Wärmemenge ist abeı 
nach der Ableitung p. 482 auch gefunden zu 


‚dt 
so daß wir erhalten 
at 
— 4) = pd = 
oder 


dt 


In derselben Weise findet man 


Hieraus 


7 


indem A, und A, die mittleren freien Weglängen in den Gasen 1 
und 2 bei den Drucken p, und p, bedeuten. 


i 
\ 
z T 1 + a, 2 + ay ’ 
E 
dt 
[73 ”” 
2 — a, 
2a, 


Über die Wärmeleitfähigkeit von Gasgemischen. 


Diese Gleichung ergibt 


indem y, und yg den Temperatursprung in den reinen Gasen 1 
und 2 bedeuten, während y, der Temperatursprung in der 
Mischung ist. 

Da y,pı und 7p, zwei Konstanten sind, so sieht man, 
daß der Temperatursprung der Mischung, yı., umgekehrt pro- 
portional zu dem Drucke der Mischung, p, +p, ist. Da 
7, Py und 3, nach früheren Bestimmungen für Kohlensäure 
und Wasserstoff bekannt sind, so können wir nach dieser 
Formel yı,a berechnen. 

In den folgenden Tabellen sind die Messungen für ver- 
schiedene Mischungen von Kohlensäure und Wasserstoff an- 
gegeben nebst den sich daraus ergebenden Werten von 

L,- In 
indem 


In 
71,2° (Py + Pa) = 91,2 ° 
Mischungen von Kohlensäure und Wasserstoff © 
gemessen mit dem Apparat I. 
M. I. 92,47 Proz. CO,, 7,53 Proz. H,. 


L-L 
At .» Lyorr. 
6,717 0,0020311 


R 
ro 


0,0197 
0,0181 
0,0178 


| A t da = Yı 2 = Pı .-— — 7 1 Y N ‘ 
= 
Py Ps : 
oder = 
ı+42 ı+»2 
Ps u 
73,50 
63,14 6,746 20212 20218 
51,49 6,773 20130 20137 é 
38,53 6,804 20038 20047 
26,71 6,834 19947 19960 
14,97 6,871 19840 19864 
7,44 6,903 19747 19795 : 
3,70 6,934 19657 19753 
1,395 6,997 19479 19730 
0,576 7,131 19105 
0,311 7,310 18643 
0,162 7,660 17807 


S. Weber. 


Lyorr, = 90019775 {1 + 0,00086 für At = 6,77, 


K, = 447,7 {1 + 3,6 - 10-4 107°. 


M. II. 90,596 Proz. CO,, 9,404 Proz. H,. 
L Ly L, 


0,0021552 
21401 
21277 
21135 
21015 
20920 
20638 


Lore, = 9,0021005{1 + 0,00086 für At = 6,42, 


K, = 476,6{1 + 10-7. 


M. ITT. 82,989 Proz. CO,, 17,011 Proz. Hy. 

5,098 0,0027060 0,0027070 
5,117 26955 26968 
5,144 26810 26830 
5,166 26695 26728 
5,189 26577 26640 
5,206 26486 26593 
5,232 26357 26561 
5,281 26112 26540 
5,378 25645 0,0260 


Ixorr. = 0,0026565{1 + 0,000275 p,,,} für At= 5,14, 
K, = 607,3{1 + 2,8 - 1077. 


M. IV. 63,017 Proz. CO,, 36,983 Proz. H,. 
At Lo — Im -p 


3,092 
3,100 
3,110 
3,121 
3,133 
3,158 
3,246 


Lgorr. = 0,004465{1 + 0,000148 für 4t=8,11, 
woraus 
Ky = 1084,0{1 + 1,5 104 1077. 


496 
| woraus | 
| 72,72 6,353 \ 0,0021558 | 
53,53 - 6,398 21409 
36,92 6,435 21288 
19,89 6,479 21156 
9,23 6,515 21060 
4,39 6,545 21013 
ie 1,202 6,636 0,0195 
woraus 
pincm 
69,30 
53,18 
34,97 
21,32 
10,96 
6,42 
: 3,36 
1,609 
0,757 
73,09 0,004510 0,004513 
56,40 4498 4502 
a 36,35 4484 4489 
am 19,33 4468 4477 
ae 9,66 4451 4471 
: 3,85 4416 4465 
"4 1,136 42962 0,0430 
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M. V. 39,318 Proz. CO,, 60,682 Proz. H,. 


0,0623 
628 
628 


Lyorr, = 9,007507{1 + 0,000174p,,,} für At = 6,20, 
K, = 1723,5{1 + 1,7 - 10-* p,,,.} 107°. 


M. VI. 16,545 Proz. CO,, 83,455 Proz. H,. 
L Lxorr. 
0,012182 0,012197 
12152 12176 
12111 12153 
12060 12141 
11986 12133 
11795 12117 
11179 0,0890 
10423 0,0910 


Lyorr. = 0.012126 {1 + 0,000089 p,,,} für At = 6,10, 
woraus 


= 2199 {1 + 0,9 - 107*p,.,} 1077. 


M. VII. 5,705 Proz. CO,, 94,295 Proz. H,. 
pin cm At L 
68,86 5,382 0,015477 
40,88 5,392 15448 
21,61 5,408 15403 
10,58 5,439 15315 
4,12 5,533 15058 
1,288 5,863 14228 0,116 


Lyorr, = 9015478 {1 + 0,000023 p,,,} für 4¢ = 5,40, 


woraus 


K, = 3590 {1 + 0,23- 10-*p, 1077. 


cm 
Da der Temperaturkoeffizient von L in diesen Versuchen 
nicht bestimmt wurde, so habe ich Eyorr. auf At = 0 reduziert 
mit Hilfe desjenigen Temperaturkoeffizienten, den man findet, 
wenn L linear mit der Zusammensetzung der Mischung sich 
Annalen der Physik, IV. Folge. 54. 83 


pin em i 
70,78 6,144 0,007595 0,007602 a 
47,76 6,173 7559 7569 
24,51 6,206 7520 7539 5 
11,95 6,236 7483 7522 } 
6,86 6,266 7448 7516 si 
: i 3,30 6,341 7360 7500 
58 | 1,000 6,629 7047 % 
09 0,358 7,352 6368 ' 
88 0,204 8,244 5692 
56 
60 
13 woraus 
pin cm 
67,01 
45,23 | 
| 25,29 
13,33 a 
70 7,33 
68 3,29 
30 1,094 
28 0,570 
40 4 
93 
61 
40 
Lyre. 
0,015503 
15492 
15486 | 
15482 
yr. 15480 
13 
02 
89 
77 
71 
| 
) 
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Lyorr, = 90019775 {1 + 0,00036 pm} für At = 6,77, 


woraus 
K, = 447,7 {1 + 3,6 - 10-*p,,,} 107". 


M. II. 90,596 Proz. CO,, 9,404 Proz. H,. 


0,0195 
Lore. = 0,0021005{1 + 0,00086 für At = 6,42, 


K, = 416,6{1 + 1077. 


M. III. 82,989 Proz. CO,, 17,011 Proz. H,. 


0,0260 
Lyorr, = 0,0026565{1 + 0,000275 pn} für At=5,14, 


K, = 607,3{1 + 2,8 - 1074 p 1077. 


M. IV. 63,017 Proz. CO,, 36,983 Proz. H,. 
Lo — In, 


L, 

0,004510 

4498 

4484 

4468 

4451 

4416 

42962 0,0430 


Lyorr, = 9,004465}1 + 0,000148 für = 3,11, 


K, = 1084,0{1 + 1,5 1077. 


| | 
_ | 
pin cm 4i L 
= 72,72 6,353 0,0021552 : 0,0021558 
53,53 6,398 21401 21409 
a 36,92 6,435 21277 21288 
a 19,89 6,479 21135 21156 
N 9,23 6,515 21015 21060 
4,39 6,545 20920 21013 | 
4 
| woraus : 
| 
ae 69,30 5,098 0,0027060 0,0027070 
= 53,18 5,117 26955 26968 
cee 34,97 5,144 26810 26830 
21,32 5,166 26695 26728 
of 10,96 5,189 26577 26640 
6,42 5,206 26486 26593 
>. 3,36 5,232 26357 26561 
A 1,609 5,281 26112 26540 
woraus 
ne pin cm Lore. 
ae 73,09 3,092 0,004513 
| 56,40 3,100 4502 
a 36,35 3,110 4489 
19,33 3,121 4477 
9,66 3,133 4471 
3,85 3,158 4465 
per 1,136 3,246 
woraus 
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M. V. 39,318 Proz. CO,, 60,682 Proz. H,. 
In — In, 


0,0623 
628 
628 


Lyorr, = 9,007507{1 + 0,000174p,,,} für At= 6,20, 


K, = 1723,5{1 + 1,7 - 10-* p,,,.} + 10-7. 


M. VI. 16,545 Proz. CO,, 83,455 Proz. H,. 
L,-L, 
L P Lyorr. 
0,012182 0,012197 
12152 12176 
12111 12153 
12060 12141 
11986 12133 
11795 12117 
11179 0,0890 
10423 0,0910 


Lyorr. =012126 {1 + 0,000089 p,,,} für At = 6,10, 
woraus 


Ky = 2799 {1 + 0,9 - 10-*p,.,} 1077. 


M. VII. 5,705 Proz. CO,, 94,295 Proz. H,. 
Ly - L,, 
Ln 


pin cm L 


68,86 0,015477 

40,88 15448 
21,61 15403 

10,58 15315 

4,12 15058 

1,288 14228 0,116 


Lyorr, = 9015478 {1 + 0,000023 p,,,} für 4t= 5,40, 
woraus 
K, = 3590 {1 + 0,23» 1077. 

Da der Temperaturkoeffizient von L in diesen Versuchen 
nicht bestimmt wurde, so habe ich Eyorr. auf At = 0 reduziert 
mit Hilfe desjenigen Temperaturkoeffizienten, den man findet, 
wenn L linear mit der Zusammensetzung der Mischung sich 
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70,78 6,144 0,007595 0,007602 
47,76 6,173 7559 7569 
24,51 6,206 7520 7539 ‘ 
11,95 6,236 7483 7522 
6,86 6,266 7448 7516 ; 
3,30 6,341 7360 7500 
1,000 6,629 7047 a 
0,358 7,352 6368 
0,204 8,244 5692 
woraus 
| 
pincm 
67,01 
45,23 
25,29 
13,33 
7,33 
3,29 
30 1,094 
28 0,570 
40 
93 
61 
40 
Lvorr. 
0,015503 
15492 
15486 
15482 
rr. 15480 
13 
02 
89 
77 
71 
65 
) 
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ändert. Daß dies erlaubt ist, geht aus den Messungen von 
Breitenbach über die innere Reibung der Mischung CO,-H, 
hervor. 

K, ist außerdem für die Ableitung durch die Sonden und 
für die endliche Stärke der Glaswand korrigiert. 

Aus den Tabellen ersieht man, daß Lyor. auch hier ganz 
schwach mit dem Drucke variiert und für gewöhnlich ge- 
schrieben werden kann als Lp (1 +5 pm), und weiter, daß s' 
mit wachsendem Wasserstoffgehalt abnimmt, wie man es 
auch erwarten müßte, wenn diese Zunahme durch die vor- 
handenen Strömungen verursacht wäre. 

Die Resultate sind in der folgenden Tabelle zusammen- 
gestellt. 


°/,CO, %,H, K, + 107 


339,3 
447,7 
476,6 
607,3 
1034,0 
1723,5 
2799,0 
3590,0 
4163,0 


In Kolonne 1 und 2 steht die Zusammensetzung der 
Mischung; in 3 der Wärmeleitfähigkeitskoeffizient, wie er für 
p =0 gefunden wird, wenn man für den Temperatursprung 


korrigiert; in 4 ist die Zunahme s angegeben. In der letzten 
Kolonne steht 


to 


S os: 


P 912 » 


welches durch Multiplikation mié 


~-%12 ergibt, und das also nach der vorhergehenden an- 
genäherten Berechnung nach der Formel zu berechnen wäre 


0,128 0,0117 
Pco, 


1+A 


14+ 
A Pco, 


L -L, 
CO, 100 0 0,0117 
5 M. I 92,47 7,53 0 180 
90,596 9,404 0195 
82,989 17,011 0260 
63,017 36,983 0430 
39,318 60,682 0628 
16,545 33,455 090 
„ VO 5,705 94,295 116 
’ H, 0 100 128 
n & 
kn 
Pr 
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indem ich früher!) für den Apparat I g,. = 0,128 für Wasser- 

stoff und 92 = 0,0117 für Kohlensäure gefunden habe. 
Kehren wir dann zunächst zu K, zurück. Die Werte für 

K, sind graphisch in Fig. 1 dargestellt, indem das Mischungs- 


n 


10° 


Ne SESE 


50 60 7 8 9 


Fig. 1. 


verhältnis als Abszisse gewählt wurde. Versucht man nun, 
diese Werte mit Hilfe der Formel mit den theoretischen Kon- 
stanten A und B, A =1,01 und B= 2,56 darzustellen, so 
erhält man eine sehr schlechte Übereinstimmung, was man 
auch erwarten könnte, da der Unterschied im Molekular- 
gewicht so groß ist. Verwendet man dagegen die Konstanten 
A = 2,70 und B = 0,40, so erhält man eine recht gute Uber- 
einstimmung, wie aus der folgenden Tabelle zu ersehen ist: 


Ky 10’ ger. I1,2deod-  I1,2 ber. 


450,5 
479,9 
607,3 
1018,1 
1724,0 
2824,0 
3623,0 


Wir sehen also, daB die Konstanten A = 2,70 und B = 0,40 
die Beobachtungen für Ky ganz gut wiedergeben, indem die 


1) S. Weber, l.c. p. 347. 


aR* 


d 

8 

p 

0 20 0 00% m, : 
100% CO, 

or 

ir 

ig 

n 

co, 339,3 — 0,0117 _ 
M. I 447,7 0,0180 0,0151 
476,6 0,0195 0,0160 
„ Ol 607,3 0,0260 0,0199 
1034,0 0,0430 0,0323 
1723,5 0,0628 0,0537 
» VI 2799,0 0,090 0,088 
x » VII 3590,0 0,116 0,112 
H, 4163,0 _ 0,128 - 
= 
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größte Abweichung ca. +1 Proz. beträgt. Wenn man die 
Methode der kleinsten Quadrate zur Bestimmung von A und B 
verwendet, ist es wahrscheinlich möglich, eine noch bessere 
Übereinstimmung zu erhalten. 

Daß die Übereinstimmung zwischen den beobachteten 
und den berechneten Werten von 9a nicht so gut ist, ist 
nicht weiter erstaunlich, da 9,5 nur mit geringer Genauigkeit 
bestimmt worden ist. Da die berechneten Werte von gQ. 
auch mit A =2,70 und B= 0,40 berechnet worden sind, 
dürfte man vielleicht auch keine Übereinstimmung erwarten, 
da ja diese die empirischen Konstanten für die Wärmeleitung 
sind, die sehr verschieden von den theoretischen sind. Auch 
mit diesen erhäl; man jedoch keine gute Übereinstimmung. 
Eine solche wird aber in diesem Falle erhalten, wenn man 
A =2,10 und B = 0,40 einsetzt. 

Die Hauptsache ist indessen, daß, wie oben hervorgehoben 
wurde, diese bei der Wärmeleitung bestimmten Werte von 
A und B weder mit den theoretischen Konstanten der ein- 
fachen kinetischen Theorie noch mit denjenigen der Persistenz- 
theorie in der von Kuenen aufgestellten Form übereinstimmten, 
denn in diesem Falle müßten die empirischen Konstanten 
A und B dieselben bei der inneren Reibung und bei der 
Wärmeleitung sein. 


Zum Schlusse werde ich nur kurz einige Messungen der 
Wärmeleitfähigkeit beı 0° C von Mischungen aus Argon und 
Stickstoff erwähnen. Diese Mischung hat ein besonderes tech- 
nisches Inieresse wegen ihrer Anwendung in der Halbwatt- 
lampe. Die Mischungen wurden durch Mischung der reinen 
Gase dargestellt. Der Prozentgehalt wurde teils aus den ver- 
mischten Mengen bestimmt und teils mittels eines empfind- 
lichen Baroskops, welches mit chemisch reinem Stickstoff 
und Argon geeicht war. Die Messungsresultate sind aus den 
folgenden Tabellen ersichtlich. 


Mischung I Mischung II 
20,383 Proz. N,, 79,617 Proz. Ar 35,870 Proz. N,, 64,130 Proz. Ar 
i L pin cm 4t L 
0,0018035 7,094 0,0019319 
18027 7,102 
18014 7,108 
17981 ¢ 7,125 
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Mischung III Mischung IV 


3 61,080 Proz. N,, 38,920 Proz. Ar 78,039 Proz. N,, 21,961 Proz. Ar 
pin cm At L pcm At L 
36,17 6,488 0,0021129 34,79 6,092 0,0022724 
19,77 6,493 21111 20,76 6,096 22708 
N 9,37 6,499 21091 10,73 6,101 22698 
t 3,98 6,116 22636 
t Außerdem zeigte es sich bei ein paar Bestimmungen für 
2 jede Mischung, daß der Temperaturkoeffizient von L für die 
, Mischung sich aus den Werten fiir Argon und Stickstoff nach 
', der gewöhnlichen Mischungsregel berechnen ließ. 
5 Hieraus und aus früheren Bestimmungen!) für Argon 
h und Stickstoff wurden die Resultate der folgenden Tabelle 
2 gefunden: . 
n 
Proz. N, Proz. Ar Ky 10° K, 10° ger. K, 10" 
” 0 100 384,9 384,9 384,9 
20,383 79,617 417,3 421,8 418,9 
n 35,870 64,130 443,6 446,3 445,9 
1- 61,080 38,920 489,6 495,5 491,1 
4 78,039 21,961 523,5 526,2 523,0 
‚ 100 0 566,0 566,0 566,0 
1, 
n In der dritten Kolonne findet man die Wärmeleitfähigkeit 
oY bei 0° C, Ky, wie sie aus den Beobachtungen berechnet wird. 
In der vierten Kolonne findet man den Wert, welcher mit 
Hilfe der gewöhnlichen Mischungsregel berechnet wird (den 
ay arithmetischen Mittelweri), also nach der Formel 
d Pı Pa 
Ky, Pi + Ps + Kar Pı + Ps’ 
t- wo p, und 9, die Teildruske des Stickstoffs und des Argons 
” bedeuten. In der fünften Kolonne stehen die Werte, wie sie 
3 nach der Formel 
ff 
n 
bereehnet werden, wenn A = 1,07 und B = 0,95. 
Die Übereinstimmung zwischen diesen und den beob- 
r achteten Werten ist, wie man sieht, ganz befriedigend, indem 


die größte Abweichung 4 Prom. beträgt. 
Berechnen wir die Werte von A und B aus den theo- 


1) S. Weber, l.c. p. 444—447. 


> 
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retischen Formeln, so finden wir Ayer. = 0,858 und Ber. = 1,190. 
Damit erhält man jedoch berechnete Werte, die noch mehr 
von den beobachteten abweichen, als die nach der gewöhn- 
lichen Mischungsregel bestimmten. 


Beim Abschluß dieser Arbeit, die in „Het Natuurkundig 
Laboratorium der N. V. Philips Gloeilampenfabrieken“, Eind- 
hoven, Holland, ausgeführt wurde, bitte ich Hrn. Direktor 
Dr. Ir. G. L. F. Philips, meinen besten Dank empfangen zu 
wollen. Auch Hrn. phil. cand. H. J. Michielsen bitte ich, 
meinen aufrichtigen Dank für seine ausgezeichnete Hilfe an- 
nehmen zu wollen. 


(Eingegangen 29. Dezember 1917.) 


2. Eine Vergleichung verschiedener Druckwagen; 
von L. Holborn, 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 


Bei der Messung hoher Drucke, bei der das Quecksilber- 
manometer unhandlich wird, hat sich vielfach die Druckwage 
bewährt. So ergab sich bei der Messung von pv-Werten?), 
daß sich mit einer solchen Wage bis zu Drucken von 100 kg/em? 
eine Genauigkeit von 0,01 Proz. erreichen läßt, die in diesem 
Bereiche auch kaum von einem Quecksilbermanometer, schon 
wegen der erforderlichen Temperaturkorrektion, übertroffen 
werden dürfte. Das Instrument, das früher?) beschrieben 
wurde, ist im Jahre 1899 von Schäffer & Budenberg an- 
gefertigt. Es besitzt einen Amagatschen Stempel aus Stahl 
von 1 cm? Querschnitt, der in einem Zylinder aus Bronze 
spielt und unmittelbar mit Gewichten bis zu 250 kg belastet 
werden kann. Will man bei einer starken Erweiterung des 
Meßbereiches die unbequeme Vermehrung der Gewichte ver- 
meiden, so kann man den wirksamen Querschnitt des Stem- 
pels verkleinern. Die genannte Firma hat deshalb einen Diffe- 
rentialstempel für die Druckwage eingeführt: seine beiden 
Enden, die sich im Durchmesser nur wenig unterscheiden, 
sind aus dem Zylinder herausgeführt, und der Druck wirkt 
in dessen Mitte auf die Verjiingungsstelle. In dieser Form 
hat die Wage größere Verbreitung gefunden.?) Für die Zwecke 


1) L. Holborn u. H. Schultze. Ann. d. Phys. 47. p. 1089. 1915. 

2) L. Holborn u. A. Baumann, Ann. d. Phys. 31. p. 945. 1910. 

3) Vgl. z. B. C. A. Cron melin u. E. I. Smid, Ann. d. Phys. 
51. p. 621. 1916 und E. I. Hoogenboom-Smid, Ann. d. Phys. 
51. p. 635. 1916. — Die dort erwähnten Unvollkommenheiten des un- 
mittelbar von Hand gedrehten Stempels der Schäffer & Budenberg- 
schen Wage besitzen die Instrumente der Reichsanstalt nicht. Ihr Stempel 
wird mittels eines auf dem Zylinder aufsitzenden Mitnehmers durch 
einen kleinen Elektromotor um ca. 40° hin und her gedreht, so daß die 
Angaben der Wage weder von Druckstößen, noch von dem Wechsel in 
der Geschwindigkeit der Bewegung beeinflußt werden. Ferner wird der 


3 

; 

2 
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des Laboratoriums scheint es uns passender, den einfachen 
Stempel beizubehalten und seinen Querschnitt auf den fünften 
Teil zu verkleinern. Alsdann wird er selbst bei der Messung 
der Drucke von mehreren Tausend Atmosphären durch die 
Gewichte noch nicht übermäßig beansprucht, und der Spalt 
zwischen Stempel und Zylinderwand verkleinert sich bei gleicher 
Breite in demselben Maße wie der Durchmesser, so daß die 
Menge des ausfließenden Öles wirksam verringert wird. Diesen 
Vorteil, der namentlich für die Beobachtung von Flüssigkeits- 
drucken von Bedeutung ist, kann man sonst nur dadurch 
erreichen, daß der Stempel in den Zylinder strammer ein- 
geschliffen wird. Damit ist aber eine unliebsame Unempfind- 
lichkeit des Apparates bei kleinen Drucken verbunden, so daß 
man mehrere Stempel für die verschiedenen Meßbereiche 
braucht. 

Sieht man zunächst von den elastischen Änderungen ab, 
welche die Wage durch den Druck erfährt und welche bei 
den gebräuchlichen Formen erst jenseits 200 kg/em? ins Ge- 
wicht fallen, so reicht zur Auswertung der Beobachtungen 
die Kenntnis des wirksamen Querschnittes aus, der für den 
Amagatkolben gleich dem Mittel aus den Querschnitten von 
Stempel und Zylinder ist. Es liegt am nächsten, diese Größen 
durch lineare Messungen des Stempels und durch Auswägung 
des Zylinders zu bestimmen. Die äußerste Genauigkeit läßt 
sich hierbei jedoch nur selten erreichen. Meistens hindern 
daran schon die Unvollkommenheiten der Form, die auch 
bei einer sorgfältigen Ausführung noch in den Kauf genommen 
werden müssen: der Stempel ist nicht überall vollständig 
kreisrund, und der Querschnitt des Zylinders wechselt etwas 
mit der Höhe; verlangt wird aber der Wert für eine bestimmte 
Höhe. Diese Schwierigkeiten lassen sich leicht dadurch über- 
winden, daß man die Druckwage mit einem Quecksilber- 
manometer vergleicht. Langjährige Beobachtungen, die in 
der Reichsanstalt in dieser Richtung angestellt worden sind, 
haben ergeben, daß man auf diese Weise eine Genauigkeit 
von 0,01 Proz. erreicht. Die Messungen werden gewöhnlich 


Stempel stets in derselben Höhe des Zylinders beobachtet, was an einer 
Skale erkannt wird, an der ein Zeiger die durch Hebelübersetzung ver- 
größerte vertikale Verschiebung des Stempels angibt. Zugleich werden 
hierdurch die Empfindlichkeit und die Schnelligkeit der Einstellung erhöht. 
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bei einem Druck von etwa 16 kg/cm? angestellt, der an 
dem durch die Höhe des Observatoriums sich erstreckende 
Quecksilbermanometer gerade noch zu messen ist. 


nat. Größe. 


Die Figur stellt eine neuerdings angefertigte einfache 
Wage dar, die für die Messung von Drucken bis 1000 Atm. 
bestimmt ist, die aber auch noch bei kleinen Drucken ihre 
volle Empfindlichkeit behält, so daß sie in der angegebenen 
Weise mit dem Quecksilbermanometer geeicht werden kann. 
Auf der Grundplatte A, die von einem aus Gasrohren an- 
gefertigten Gestelle getragen wird, sitzt der Zylinder Z aus 
Stahl, der eine Bohrung von 0,5 cm Durchmesser besitzt. 
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Der zu messende Druck wird durch Rizinusöl übertragen, 
welches, in das Gefäß G eingefüllt, durch das Zuleitungsrohr R 
in den Zylinder übertritt, längs des Stempels entlang fließt 
und den Zwischenraum dichtet. Die geringe Flüssigkeits- 
menge, die oben aus dem Zylinder austritt, sammelt sich in 
der angedrehten Rinne und fließt von da in das kleine Gefäß L 
über. Der Stempel, der nach dem Abdrehen gehärtet wurde, 
besitzt einen verdickten Kopf, auf dem sich das die Gewichte 
tragende Gehänge K mit dem Zapfen M aufsetzt, dessen Be- 
wegungen nach unten und oben durch die Platte B und den 
Bügel C begrenzt werden. Ferner ist auf den Stempel mittels 
eines Vierkantes die durchbrochene Scheibe S aufgesetzt, in 
deren Löcher zwei Stifte eines von einem kleinen Elektromotor 
hin und her bewegten Mitnehmers greifen, die dem Stempel 
eine Drehung um etwa 40° erteilen. Die senkrechte Bewegung 
der Scheibe wird an einem etwa 15fach vergrößernden Zeiger 
auf der Skale T abgelesen, deren mittelster Teilstrich der 
normalen Stellung des Stempels entspricht. An dem Haken H 
des Gehänges hängt die Stange P, welche die Gewichte trägt. 
Der Motor steht am Fuße des Gestelles und dreht durch 
den Riemen N die Rolle Q, welche dem Mitnehmer durch 
die Stangenkupplung V die schwingende Bewegung verleiht. 


Diese Druckwage III wurde bis zu Drucken p von 
100 kg/em? mit der früher beschriebenen Wage I verglichen. 
Beide Instrumente zeigten eine Empfindlichkeit, die nirgends 
kleiner als 0,02 Proz. war; um nicht viel mehr schwankt auch 
das Verhältnis ihrer wirksamen Querschnitte F und F_, wie 


I 


‚ die folgenden Werte zeigen: 


ptkgiem*)  FulF, p(kglem?) 
0,20039 51,9 
0,20042 51,9 
0,20039 51,9 
0,20033 52,0 
0,20033 101,9 
0,20036 102,9 


Im Mittel ist P/F, = 0,20039. Da nun F, = 1,00105 em?, 
so folgt 
F 0,20060 cm?. 
Für den Druck von 198,1 kg/em? ergab sich 
F,,,/F, = 0,20036 , 
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also ein Wert, der noch innerhalb der Beobachtungsgrenze 
mit den andern übereinstimmt. 

Bei noch höheren Drucken ist die Wage III mit zwei 
Stückrathschen Druckwagen verglichen worden, die in der 
Reichsanstalt für die Eichung von Federmanometern benutzt 
werden. Die Wagen hat Wiebe?) früher beschrieben. Inzwischen 
sind die Zylinder, von denen für den vorliegenden Zweck solche 
von 0,5 cm* Bohrung in Frage kommen, schadhaft geworden 
und durch andere von ähnlichen Abmessungen ersetzt, die 
mit Quecksilber ausgewogen wurden, um den wirksamen 
Querschnitt zu bestimmen. Für diesen ist nur der Quer- 
schnitt des Zylinders maßgebend, weil er bei der Stückrath- 
schen Wage durch eine mit dem Stempel verbundene Stulpe 
abgedichtet wird, die die Empfindlichkeit bei kleinen Drucken 
so weit herabsetzt, daß sich dann eine Bestimmung des Zylinder- 
querschnittes durch eine Vergleichung mit dem Quecksilber- 
manometer nicht empfiehlt. Die eine Wage S, reicht bis 500, 
die andere bis 1000 kg/em*. Bei diesen Drucken ist nun auch 
die elastische Dehnung des Zylinders zu berücksichtigen. Die 
wegen dieser Erscheinung anzubringenden Korrektionen hat 
Meissner?) früher berechnet. Für die Wage III mit dem 
Amagatschen Kolben sind diese Korrektionen verhältnis- 
mäßig kleiner, weil der wirksame Querschnitt gleich dem 
Mittel aus den Querschnitten von Zylinder und Stempel ist, 
von denen sich der erste weitet, während der andere kleiner 
wird. Geschähe beides in demselben Maße, so würde sich 
der wirksame Querschnitt mit wachsendem Drucke gar nicht 
ändern, wenn auch der Spalt zwischen Zylinderwand und 
Stempel in der Breite zunähme. Die Änderung der Zylinder- 
bohrung übertrifft jedoch die des Stempels. Für die spez. 
Dehnung &, des Durchmessers eines Zylinders, der durch 
einen gleichmäßigen Innendruck p beansprucht wird, gilt 
die Gleichung 


| 

1) H. F. Wiebe, Zeitschr. f. Instrumentenk. 1910. p. 205. 

2) W. Meissner, Zeitschr. f. Instrumentenk. 1910. p. 137. — 
Uber die Berechnung dieser Korrektion vgl. auch G. Klein, Diss. Char- 
lottenburg 1909 und P. W. Bridgman, Proc. Amer. Acad. 44, p. 201. 1909 
u. 47, p. 321. 1911. 
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wo r, und r, den äußern und innern Halbmesser, E den Elasti- 
zitätsmodul und gz die Poissonsche Zahl bezeichnen!) (für 
Stahl also E=2.10% kg/em? und u = 0,28). Dieser Aus- 
druck hat bei den für Druckwagen gebräuchlichen Formen, 
wenn sie aus demselben Metall hergestellt werden, für gleiche 
Drucke nahezu denselben Wert. Es kommt dieses daher, daß 
man bei der Wahl der Wandstärke der Sicherheit halber 
ziemlich an den Grenzwert herangeht, über den hinaus die 
Festigkeit nicht mehr wächst. Für diesen Grenzwert ist 
r,/re = 90, also K=1,3. Unter diesen Wert kann man nicht 
kommen, er wird aber andererseits schnell merklich erreicht: 
für den Zylinder der Wage III, wo r; = 0,25 und r, =1,7cm, 
ist dies schon der Fall. 

Zu beachten ist, daß die Anwendung der Formel, die 
für die Dehnung eines unter dem gleichmäßigen Innendruck p 
stehenden Zylinders gilt, auf die Druckwage, wo der Druck 
längs der Höhe des Stempels abfällt, nur einen oberen Grenz- 
wert liefern kann, dessen Genauigkeit sich nur schwer ab- 
schätzen läßt. Für den Amagatschen Kolben ist dieses von 
geringer Bedeutung, da die Korrektion hier nur geringe Be- 
träge annimmt. Zu der Weitung des Zylinders kommt noch 
die Zusammenziehung des Stempels, der einmal unter dem 
Drucke der Gewichte G und dann unter dem Flüssigkeits- 
druck steht. Der eine bewirkt eine Querausdehnung, der 
andere eine Zusammenziehung, und man erhält für die Deh- 
nung &, des untersten Stempeldurchmessers: 


G 


Daraus folgt fiir die Dehnung des wirksamen Durchmessers 
vom Amagatzylinder: 


1 1 - 
= (K-04) =} 45p- 10° 


und fiir die an den Angaben der Wage anzubringende Korrek- 
tion ¢: 
c= —45p?.107*. 
Die beiden Stückrathschen Wagen S, und S, und die 
Wage III mit dem Amagatschen Kolben sind zu je zweien 


1) Vgl. z. B. A. Föppl, Festigkeitslehre. 5. Aufl. p. 296 ff. 
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nun miteinander verglichen worden. Die folgende Tabelle 
enthält in der 2.—4. Spalte die Korrektionen e und in der 
5.—7. die Unterschiede d in den Angaben je zweier Instru- 
mente. Die Wage S, stimmt mit der Wage III gut überein; 
der Unterschied beträgt im Mittel nur 1.1074 p. Dagegen 
weicht die Wage S, mehr ab, sie unterscheidet sich von III 
im Mittel um 16.10”*p. Dieser Unterschied ist jedoch auch 
nicht größer, als daß er nicht durch eine Ungleichmäßigkeit 
in der Zylinderbohrung erklärt werden könnte, infolge deren 
die Auswägung mit Quecksilber den wirksamen Querschnitt 
etwas zu groß ergibt; im Durchmesser würde der Fehler noch 
nicht 0,01 mm betragen. Setzt man dementsprechend den 
Querschnitt der Wage S, kleiner an, wodurch auch die Unter- 


c in kg/em? d in 0,0001 p 
m | 8, - Ill 


- 16 
- 17 
-17 
- 16 
- 16 


Mittel | | +17 


schiede gegen die Wage S, unmerklich werden, so zeigt der 
Verlauf der Beobachtungsreihen eine Ubereinstimmung, die 
überrascht in Anbetracht der Unsicherheit, mit der die Korrek- 
tionen ce wegen der elastischen Veränderungen immerhin be- 
haftet sind. Doch ist auch hier wiederum zu bedenken, daß 
diese Korrektionen wegen der Ähnlichkeit der Zylinder auf 
das Ergebnis nur einen geringen Einfluß ausüben. Denn setzte 
man die Werte in der 2.8. Spalte der Tabelle wegen des 
Druckabfalls in den Zylindern auf die Hälfte herab, so würde 
der Mittelwert von S, — III von —0,0016 in —0,0014 und 
der von S, — III von +0,0001 in +0,0008 übergehen. Die 
Übereinstimmung der Beobachtungen untereinander wäre dabei 
allerdings schlechter, was mehr für die Gültigkeit der in der 
Tabelle angegebenen Werte spricht. 
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kg/em 5, 
b- 100 -0,02 | -0,02 0,00 | +16 
mn 200 —0,07 -0,06 | -0,02 | | +3 16 u 

30 | -015 | -0,14 | -0,04 | 18 
e- 400 - 0,97 - 0,24 - 0,07 | 0 17 
50 | -04  -0,38 | -012 19 
Pr 600 -0,54 | -0,16 | +1 
700 | - 0,74 | - 0,22 
S- 800 -0,9%6 | —0,28 
900 -12 | - 0.36 
“ 1000 -150| -08 | 
e 
n 
| 


510 L. Holborn. Eine Vergleichung verschiedener Druckwagen. 


Für den bronzenen Zylinder der Wage I ist die Dehnung, 
besonders wegen des kleineren Elastizitätsmoduls, größer: 
für die Drucke von 100 und 200 kg/em? hat die Korrektion ¢ 
die Werte —0,01 und —0,05. Die Änderung, die das Quer- 
schnittsverhältnis F,/F, der Wagen III und I durch die 
elastische Dehnung bis zu Drucken von 200 kg/cm? erfährt, 
fällt also noch in die Fehlergrenze der unmittelbaren Ver- 
gleichung, die p. 506 angegeben wurde. Bei größeren Drucken, 
wo die Änderung merklich werden würde, reichen die Zylinder 
aus Bronze ohnehin nicht aus; hier kommen nur solche aus 
Stahl in Betracht. Für diese spielt dann aber die elastische 
Dehnung bei dem Amagatschen Kolben durchweg keine 
große Rolle, und bei der Stückrathschen Wage nur dann, 
wenn ihr wirksamer Querschnitt durch die Vergleichung mit 
einem anderen Apparate genauer bestimmt wird, als es durch ' 
die Berechnung aus den Abmessungen möglich ist. 


(Eingegangen 30. November 1917.) 
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3. Elektrische Doppelbrechung in Flüssigkeiten; 
von C. Bergholm. 


Kerr!) fand, daß schlecht leitende Flüssigkeiten im elek- 
trischen Felde doppelbrechend werden. Das optische Ver- 
halten ist bestimmt durch die beiden Hauptbrechungsindizes 
n, und n,, für die senkrecht und parallel zu den Kraftlinien 
polarisierten Strahlen. 

n 


_ 
; 


2 = die Wellenlänge des angewandten Lichtes im Vakuum. 

E = die äußere Feldstärke in elektrostat. C.G.S.-Einheiten. 

1 = die Länge der durchgestrahlten Schicht in Zentimetern. 
„ B=die Kerrsche Konstante. 

Durch Bestimmung der elektrischen Doppelbrechung für 
eine große Anzahl von Substanzen war man bestrebt, Beweis- 
material für die gesetzmäßige Beziehung zwischen elektrischer 
Doppelbrechung und chemischer Konstitution zu liefern. Die 
Ergebnisse dieser Untersuchungen lassen sich in zahlreiche 
empirische Regeln zusammenfassen. Einige dieser Regeln will 
ich hier wiedergeben. — Die Kerrschen Konstanten der 
Kohlenwasserstoffe sind klein und steigen mit dem Molekular- 
gewicht im ganzen an. Eine Verbindung besitzt eine um so 
kleinere Konstante, je symmetrischer sie gebaut ist. 


Tabelle 1. 


B B.M.n 
(rel. Werte) | (K + 2)?(n? + 2)2d 


Benzol C,H, 12,1 4,8 
Toluol C,H, . CH, 243 11.2 
Atylbenzol C,H, . C,H, 25,6 13,2 


Bei den aliphatischen Kohlenwasserstoffen haben die ge- 
sittigten Kohlenwasserstoffe besonders kleine Konstanten, die 


1) J. Kerr, Phil. Mag. (4) 50. p 446. 1875; weitere Beobachtungen- 
l.c. (5) 8. p. 85 u. 229. 1879; 9. p. 157. 1880; 18. p. 153 u. 248. 1882. 
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mit der Länge der Kohlenwasserstoffkette 


im allgemeinen 


ansteigen. 
Tabelle 2. 
Substanz B 
(K + 2)2(n? + 2)2d 
| 1,55 11 


Der Einfluß substituierender Atome und Gruppen auf 
die elektrische Doppelbrechung hängt hauptsächlich von der 
Natur der Gruppe, außerdem aber auch von der Stellung ab. 
Aus dem Umstande, daß isomere Verbindungen sehr ver- 
schiedene Konstanten haben, ist zu folgern, daß man es hier 
mit einer Eigenschaft von ausgesprochen konstitutivem Cha- 


rakter zu tun hat. 


Tabelle 3. 


Jodbenzol C.H,J......... 
Brombenzol C,H, Br ....... 
Chlorbenzol C,H,C]........ 
Nitrobenzol C5H,NO, . . . . . . . 
p-Xylol C,H,(CH;),.. ... 
o-Chlortoluol C,H,.CH,;.Cl... . 
m-Chlortoluol C5H,.CH;Cl. . . . . 
o-Nitrotoluol C,H,.CH,.NO, . 


B.M.n 
(K + 2)?(n? + 2)?d 


Die verschiedene Wirkung einer Gruppe auf aliphatische 
und aromatische Kohlenwasserstoffe zeigt sich am auffallend- 
sten bei der Hydroxylgruppe. Die normalen aliphatischen 
Alkohole sind im allgemeinen negativ. Die Phenole dagegen 
haben positive Konstanten. 


§ 
12,1 | 4,8 
288 54,8 
374 53,6 
— 385 52,5 
a 10070 55,5 
- 38 | - 3,2 
41,2 18,8 
= 13,0 
22,6 13,2 
270 | 57,0 
385 57,5 
5400 57,8 
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Tabelle 4. 

Substanz 
n-Propylalkohol C;H,.OH . . - 74 
n-Butylalkohol C,H,.OH .. -113 
n-Heptylalkohol C,H,,.OH . — 233 
n-Oktylalkohol C5H,,. OH . . - 236 
m-Kresol C,H,.CH,;.OH . . + 657 


Das gesamte Ergebnis seiner Untersuchungen von ca. 
150 Substanzen faßt Leiser?) in folgender Weise zusammen: 
„Die Größe B eines Stoffes steht in sehr innigen gesetzmäßigen 
Beziehungen zu seiner chemischen Konstitution und wird, 
im Gegensatze zu den meisten anderen physikalischen Eigen- 
schaften, auch von kleinen Unterschieden in der Struktur 
erheblich beeinflußt.“ Durch Untersuchung 90 verschiedener 
Substanzen, die alle verschredenes elektrisches Doppelbrechungs- 
vermögen besitzen, konnte Lippmann?) die von Leiser ge- 
wonnenen Ergebnisse bestätigen. Eine gewisse Schwierigkeit 
in der Vergleichung der elektrischen Doppelbrechung der 
Substanzen findet Leiser in ihrem hohen Temperaturkoeffi- 
zienten. Er sagt: „Würde die Temperaturabhängigkeit der 
elektrischen Doppelbrechung der verschiedenen Substanzen 
eine wesentlich verschiedene sein, so würde die bei einer 
bestimmten Temperatur gemessene Kerrsche Konstante einer 
. Bubstanz zur vollständigen Darstellung ihres elektrooptischen 
Verhaltens eben nicht ausreichen, es würden vielmehr noch 
andere Stoffkonstanten dazu erforderlich sein.“ Aus den 
Beobachtungen über die Temperaturfunktion der elektrischen 
Doppelbrechung%), die ich ausgeführt habe, geht hervor, daß 
diese Funktion sehr verschieden für verschiedene Substanzen ist. 

Der experimentell bestimmte Temperaturkoeffizient der 
elektrischen Doppelbrechung stinmt quantitativ mit dem 
überein, der nach Langevins Theorie elektrischer Doppel- 
brechung berechnet wird. Nach Langevin‘) ist 


K+2?(n? + 2% +d 
B = konst. &* (@, — ,)(o, — 


1) R. Leiser, Diss. Karlsruhe 1910. 

2) A. Lippmann, Diss. Leipzig 1912. 

3) C. Bergholm, Ann. d. Phys. 51. p. 414. 1916. 

4) P. Langevin, Le Radium 7. p. 249. 1910. 
Annalen der Physik, IV. Folge. 54. 34 
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Die Kerrsche Konstante B ist also ices dieser Theorie 
eine Funktion folgender Größen: 


K = die Dielektrizitätskonstante, 

m = der ursprüngliche Brechungsindex, 

A = die Wellenlänge des angewandten Lichtes, dessen Frequenz = o, 

d = die Dichte, 

M = das Molekulargewicht, 

T = die absolute Temperatur, 

@, und w, die Eigenfrequenzen für die beiden Schwingungs- 
komponente senkrecht und parallel zur Achse des unsym- 
metrischen Moleküls.. Die Summation ist über alle Elek. 
tronen des Moleküls erstreckt. 

e = die Ladung und 
m = die Masse eines Elektrons. 


Die Werte der Dielektrizitätskonstante der untersuchten 
Substanzen bewegen sich zwischen 81 und 2. Der Faktor 
(K + 2)? kann also Werte zwischen 6889 und 16 annehmen. 
Das Molekulargewicht des Jodoforms ist 394, das des Wassers 
18. In der Nähe von Absorptionsstreifen nehmen (w,? — w?) 
und (w,? — w?) exzeptionell große Werte an. Eine relativ ge- 
ringe Änderung der Molekularstruktur kann mit einer durch- 
greifenden Änderung der Absorptionsfähigkeit verbunden sein. 
Daß die relativen Werte des Kerrkonstante sich zwischen 
30000 und —700 bewegen, kann nach dem Gesagten nicht 
verwundern. 

Zur Aufsuchung der Beziehungen, die zwischen der elek- 
trischen Doppelbrechung und der Konstitution bestehen, muß 
man eine Funktion der Kerrkonstante auffinden, die wesent- 
lich durch die Struktur des Stoffes bedingt ist. Langevins 
Formel kann geschrieben werden: 


BinM 
RT (K + 2) (n? + 


= konst, “— 


1 8 \? (52-1 M 
54. Be stellt also die „elektrische Doppelbrechung der 
Molekularrefraktion“ einer 1 cm dicken Schicht der Sub- 


3 
3 
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stanz im inneren Felde 1 elektrostat. Einh. dar. Bezüglich 
der Molekularrefraktion 

(n? — 1)M 

(n? + 2)d 
haben sich Gesetzmäßigkeiten feststellen lenven. Es ist wahr- 
scheinlich, daß auch Bz als eine spezifische Äußerung der 
stofflichen Natur Verwertung finden kann. Bz ist eine Funk- 
tion der Temperatur (T) 

Br» T = konstant, 


der Frequenz w des angewandten Lichtes, der Lage der Ab- 
sorptionsstreifen und der Dissymmetrie des Moleküls (@,, wg). 

Für dieselbe Flüssigkeit sind @,, ®,, a, und a, Kon- 
stanten. Die ‘Dispersion von Bp, ist bestimmt durch den 


Ausdruck 


m (@,* — @*) — @*) 

Absorbiert die Flüssigkeit ausschließlich ultraviolette 
Strahlen, so sind und w. Bei Abnahme der 
Wellenlänge wird w größer. Die Differenzen w,? — w* und 
0? — w® werden kleiner. Br wird also je größer, desto kleiner 
die Wellenlänge des angewandten Lichtes ist.. Bei Substanzen, 
die nur im Ultrarot absorbieren, findet das Gegenteil statt. 
Schwefelkohlenstoff ist nach Ängström!) hervorragend durch- 
sichtig für die ultraroten Strahlen. Nach Pauer?) absorbiert 
Schwefelkohlenstoff dagegen alle Wellenlängen kleiner als 
878 wu. Äthyläther ist nach Soret und Lapraik*) äußerst 
durchsichtig im Ultraviolett, im Ultrarot beginnt die Ab- 
sorption nach Puccianti*) schon bei 870 ww. Aus den 
Untersuchungen Lyons®) habe ich die Dispersion von Bz 
dieser beiden Flüssigkeiten berechnet. Die Werte Bz in den 
Tabb. 5 und 6 zeigen einen deutlichen Gang, der im vorher- 
gesagten Sinne bei den angeführten Substanzen zu erkennen ist. 


1) K. Ängström, Öfvers. Vet. Ak. Förh. 7. p. 331. 1890. 

2) J. Pauer, Ann. d. Phys. 61. p. 363. 1897. 

3) J. L. Soret u. W. Lapraik, Journ. chem. soc. 87. p. 168. 1881. 
4) L. Puccianti, Nuovo Cim. (4) 11. p. 241. 1900. 
5) N. Lyon, Ann, d. Phys. 46. p. 753. 1915. 
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Tabelle 5. Tabelle 6. 
Schwefelkohlenstoff Äthyläther 


Wellenlänge Wellenlänge 
Br. in pp 


430 470 
422 500 
415 527 
408 560 
405 617 
400 645 


Die Größe von B, im durchsichtigen Gebiete hängt also 
von der Lage der Absorptionsstreifen ab. Bei Annäherung 
an das Absorptionsgebiet wird die Doppelbrechung größer. Es ist 
daher sinnlos, die Werte Bz für Substanzen mit gänzlich ver- | 
schiedenen Absorptionsspektra zu vergleichen. 

Für die in den Tabb. 1—4 angeführten Witesigheitedl 
deren Dielektrizitätskonstante (K,-.), Brechungsindex (np) 
und Dichte (d) bestimmt sind, habe ich den Ausdruck 


BMn _ B 
A 


berechnet. Der absolute Wert von Bz konnte nicht be- 
rechnet werden, da man aus der Arbeit Leisers nicht er- 
sehen konnte, für welches Licht er seine Einstellungen ge- 
macht hat. 

Wie man aus den Tabellen ersieht, sind die Unterschiede 
zwischen den Werten von Bp, verschiedener Substanzen 
klein. Die Nitroverbindungen, Nitrobenzol und O-Nitrotoluol, 
nehmen keineswegs eine Sonderstellung, durch hohe Kon- 
stanten ausgezeichnet, ein. Jod-, Brom-, Chlor- und Nitro- 
benzol besitzen fast ähnliche Werte von Bz. Der NO,-Sub- 
stituent hat jedoch einen etwas größeren Einfluß auf die 
Größe von B, als der J-Substituent, dieser wiederum als Br, 
diese als Cl. Dieser Gang bei den Werten von B, beruht 
wahrscheinlich nicht auf der verschiedenen Dissymmetrie ge- 
nannter Flüssigkeitsmoleküle, sondern auf den verschiedenen 
Absorptionsspektra dieser Flüssigkeiten. Nitrobenzol absor- 
biert schon Strahlen von der Wellenlänge 392 wu; bei den 
Halogensubstitutionsderivaten rückt die Absorption gegen das 
siehitbare Ende des Spektrums mit zunehmendem Atomgewicht 


516 
497,2 | - 79,8 
508,6 = 81,6 
as 527,0 - 82,7 
546,1 - 85,0 
589,3 - 88,0 
® 610,0 - 91,0 
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des substituierten Halogens. Anilin zeigt im Gegensatze zu 
Nitrobenzol starke Absorption im roten Spektralgebiet zwischen 
700—800 uu. Diese Verschiedenheit in den Absorptionsspektra 
ist wahrscheinlich die Ursache zu dem großen Unterschiede 
zwischen den Werten von B, dieser beiden Flüssigkeiten. 

Aus der Tab. 3 geht hervor, daß o-Nitrotoluol, m-Nitro- 
toluol und m-Chlortoluol dieselben Werte von Bz besitzen. 
Die Größen Bz nahe verwandter Stoffe mit ähnlichen Absorptions- 
spektra sind also fast unabhängig von der Natur der Substituenten 
und ihrer Stellung im Benzolring. 

Kerr fand, daß die Flüssigkeiten in zwei Klassen, posi- 
tive und negative, hinsichtlich der hier betrachteten elektro- 
optischen Erscheinung zerfallen. Er nannte jene Flüssigkeit 
positiv, in welcher n,>nı. Aus dem Gesagten kann man 
einen inneren Zusammenhang zwischen dem Zeichen der Kerr- 
konstante und der Lage der Absorptionsstreifen vermuten. 
Da eine relativ geringe Änderung der Molekularstruktur mit 
einer durchgreifenden Änderung der Absorptionsfähigkeit ver- 
bunden sein kann, ist es verständlich, daß nahe verwandte 
Flüssigkeiten verschiedenes Zeichen der Kerrkonstante zeigen. 
Schwefelkohlenstoff, Kohlenstofftetrachlorid, Hexan, Pyrrol 
absorbieren ausschließlich die ultravioletten Strahlen. Diese 
Substanzen besitzen positive Kerrkonstanten. Glycerin, Par- 
aldehyd, Äthyläther absorbieren nur im ultraroten Spektral- 
gebiet. Diese Flüssigkeiten sind elektro-optisch negativ 

Hartley und Huntington!) fanden, daß die normalen 
Alkohole der Serie C„Ha„+ı OH hervorragend durchsichtig für 
die ultravioletten Strahlen sind. Nach Julius?) zeigen alle 
Verbindungen, welche das Radikal C, H2,41 enthalten, starke 
Absorption im Ultrarot. Aus Tab. 4 geht hervor, daß die 
normalen Alkohole negative Kerrkonstanten besitzen. 

Benzol und die sich aus ihm ableitenden Kohlenwasser- 
stoffe (Toluol, Cymol, Mesitylen, Xylol), Phenole, Halogen- 
und Nitrosubstitutionsprodukte absorbieren die ultravioletten 
Strahlen in außerordentlich hohem Grade. Diese Flüssig- 
keiten haben positive Kerrkonstanten. Das Zeichen der Kerr- 
konstante hängt also von der Absorption ab. Absorbiert die 


1) W. N. Hartley u. A. K. Huntington, Phil. Trans. 170. p. 257. 
1879. 


2) W.H. Julius, Verh. K. Akad. van Wet. Amsterdam 1. p. 1. 1892. 
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Flüssigkeit hauptsächlich die ultravioletten Strahlen, so ist 
die Kerrkonstante positiv; absorbiert sie aber hauptsächlich 
die ultraroten Strahlen, so ist die Konstante negativ. 


Zusammenfassung. — Die Kerrsche Konstante (B) ist 
eine Funktion mehrerer Konstanten, die erheblich variieren 
für verschiedene Substanzen, und sie kann daher nicht als 
eine charakteristische Größe der chemischen Struktur be- 
trachtet werden. Die elektrische ,,Doppelbrechung der Mole- 
kularrefraktion‘“ einer 1 cm dieken Schicht der Substanz im 
inneren Felde 1 elektrostat. Einheit. 

K+2/)\n?ı2 n?+2/d (Km 


hängt von der Frequenz des angewandten Lichtes, der Lage 
der Absorptionsstreifen, der Dissymmetrie des Moleküls und ~ 
der Temperatur der Substanz ab. Für nahe verwandte Stoffe 
mit ähnlichen Absorptionsspektra ist dieser Ausdruck fast 
unabhängig von der Natur der Substituenten und ihrer Stel- 
lung in der Kohlenstoffkette. Absorbiert die Flüssigkeit haupt- 
sächlich die ultravioletten Strahlen, so ist die Kerrsche 
Konstante positiv; absorbiert sie aber hauptsächlich die ultra- 
roten Strahlen, so ist die Konstante negativ. 


Upsala, November 1917. 
Physikal. Institut d. Univ. 


(Eingegangen 1. Dezember 1917.) 
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4. Zur Begründung der Kristalloptik; 
von P. P. Ewald, 


Teil III: Die Kristalloptik der Röntgenstrahlen.') 


Die theoretische Erklärung, die Laue zu den von ihm 
und seinen Mitarbeitern erhaltenen Interferenzerscheinungen 
der Röntgenstrahlen gab, ist ihrem Wesen nach rein kine- 
matisch. Es werden Kugelwellen summiert, die mit bekannten 
Amplituden und Phasen von den Gitterpunkten eines Kristall- 
stückes ausgehen. Die Rechnung zeigt, daß das entstehende 
Feld in gewissen Richtungen außerordentlich starke Inten- 
sitätsmaxima aufweist, die in der Mitte von engen, durch die 
endliche Ausdehnung des Kristallbrockens bedingten Beu- 
gungsstreifen liegen. Geht man in der Vereinfachung einen 
Schritt weiter und fragt nur nach den Richtungen der In- 
terferenzmaxima, so genügt die einfachste geometrische Be- 
trachtung des Gangunterschiedes der Kugelwellen, wie sie 
beim optischen Beugungsgitter im Elementarunterricht an- 
gewendet wird. Rein geometrisch ist auch die Braggsche 
Reflexionsbedingung, die die Richtungen der Reflexionsmaxima 
aus den durchlaufenen Strecken ableitet. 

Wenn auch für sehr viele Zwecke die Lauesche, ja sogar 
die noch einfachere geometrische Erklärung der Erscheinung 
genügt, so sind diesen Theorien ihrer Natur nach überall 
dort Grenzen gezogen, wo es sich um Intensitätsfragen handelt. 
Beide Überlegungen besagen übereinstimmend, daß beim Maxi- 
mum der Interferenz im Idealfall ebener Wellen und un- 
störten Kristallgefüges alle Atome des Kristalls in voller 
Phasenharmonie zusammenwirken. Alle Strahlen haben daher 
gleiche maximale Amplitude — abgesehen von Faktoren, die 
wegen der Polarisation der Schwingungen zuzufügen sind. 


1) Als Habilitationsschrift der hohen philosophischen Fakultät 
Il. Sektion der Kgl. Bayer. Ludwig-Maximilians-Universität zu München 
eingereicht. Vgl. Teil I: Theorie der Dispersion, Ann. d. Phys. 49, p. 1—38. 
1916; Teil II: Theorie der Reflexion und Brechung, Ann. d. Phys. 49. 
p. 117—143. 1916. (Als I und II zitiert.) © 
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Bei der Laueschen Theorie macht sich dann hinterher 
das herabgesetzte Auflösungsvermögen des endlichen Gitter- 
stückes in den verschiedenen Interferenzen verschieden stark 
bemerkbar; hierdurch entsteht, wenn Kugelwelle und Spektral- 
bereich an Stelle von ebener und monochromatischer Welle 
eingeführt werden, eine unterschiedliche Stärke der Interferenz- 
strahlen (Lorentzscher Faktor). 

4 Die praktisch wichtige Verbesserung der Laueschen 
Theorie durch Einführung von Kugelwelle und Spektral- 
bereich steht ebensosehr auf rein kinematischem Boden, wie 
die theoretisch wesentliche Ergänzung der Intensitätserklärung 
durch die Hinzuziehung der Störung des Kristallaufbaues 
infolge der Wärmebewegung (Debye). Die Intensitätsformeln, 
die durch die genannten Erweiterungen entstehen, scheinen 
zurzeit dem praktischen Bedürfnis zu genügen. 

Und doch ist für das theoretische Verständnis der Vor- 
gang, wie die Röntgeninterferenzen entstehen, mit der kine- 
matischen Theorie keineswegs erledigt. Solange man infolge 
der Schwäche der Interferenzstrahlen glauben dwfte, daß 
nur ein ganz geringer Bruchteil der Energie des Primär- 
strahles in die Interferenzstrahlen abgespalten würde, konnte 
man sich vielleicht dabei beruhigen, daß, im ganzen Kristall 
die Atome (Dipole) gleichartig schwingen, so, als wenn 
jeder einzelne isoliert von der einfallenden Welle ange- 
regt würde. Es wude aber erkannt, daß die überlegene 
Stärke des Primärstrahles durch die Zusammenfassung aller 
Wellenlängen erzeugt wird; ja, daß, auf gleichen Wellen- 
längenbezirk bezogen, die Intensität der Sekundärstrahlen so 
groß sein kann, daß vom Primärstrahl nichts übrig bleibt 
(Braggs selektive Absorption). Unter diesen Umständen ist es 
unmöglich daran festzuhalten, daß die Dipolschwingungen als 
bekannt angesehen werden; die Rückwirkung des entstehenden 
Feldes auf die Schwingungen muß berücksichtigt werden, ihre 
Wechselwirkung aufeinander. Nur eine dynamische Theorie 
der Ausbreitung der Röntgenstrahlen, die von denselben Ge- 
sichtspunkten ausgeht. wie die optische Dispersionstheorie, kann 
die befriedigende Erklärung der Interferenzintensitäten geben. 

In der optischen Dispersionstheorie hat man bis vor 
kurzem!) sich darauf beschränkt, die Ausbreitung einer Licht- 


1) Vgl. jedoch II., sowie C.W.Oseen, Ann.d. Phys. 48. p.1. 1915. 
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welle im Innern eines Mediums zu erforschen, ohne die Zu- 
stinde am Rande des Mediums, die Abspaltung des reflek- 
tierten und gebrochenen Strahles, auf Grund der Elektronen- 
theorie zu berücksichtigen. Für die Fortpflanzung der Röntgen- 
strahlen sind die Verhältnisse tief im Innern naturgemäß 
ebenfalls einfacher als am Rande. Dementsprechend wırd die 
erste Aufgabe sein, das Analogon zur optischen Dispersiong- 
theorie im unbegrenzten Medium aufzustellen, indem unter- 
sucht wird, welches die Bedingungen dafür sind, daß ein 
Röntgenstrahl sich im allseits unendlichen Kristall so fort- 
bewegt, daß sein Feld gerade durch die von ihm selbst unter- 
haltenen Dipolschwingungen entsteht. Hierdurch allein er- 
hält man aber noch keine befriedigenden Ergebnisse. Denn 
während in der Optik eine Materialkonstante, der Brechungs- 
index, Zweck dieser Untersuchung ist, spielt sie für Röntgen- 
strahlen als Größe, die nur um geringste Beträge von der 
Einheit abweichen kann (soviel steht experimentell fest), eine 
sehr untergeordnete Rolle. Ihre Bedeutung liegt hier in dem 
engen Zusammenhang, der zwischen Brechungsindex und Feld- 
amplitude besteht und der es nötig macht, die Phasengeschwin- 
digkeiten der verschiedenen Interferenzstrahlen zu berück- 
sichtigen, um ihre Amplitudenverhältnisse zu gewinnen. Diese, 
nicht die Phasengeschwindigkeiten, sind das Ziel der Theorie. 


Um zu experimentell aussichtsreichen Ergebnissen zu 
kommen, darf man nicht bei der Betrachtung des Kristall- 
innern stehen bleiben, sondern muß die Strahlen in der Tiefe 
des Kristalls zu den von außen einfallenden und den nach 
außen austretenden Strahlen in Beziehung setzen. Die Be- 
trachtung muß zu diesem Zwecke an einen begrenzten Kristall 
anknüpfen, bei dem der Übergang zwischen Innen- und Außen- 
raum durch eine Randzone vermittelt wird. In ihr wird die 
Energie, die mit dem einfallenden Strahle die obere Begren- 
zungsebene des Kristalls durchdringt, in andere Bahnen ge- 
leitet, aufgespalten in die verschiedenen Interferenzstrahlen, 
zum Teil nach außen reflektiert, ohne in die Tiefe zu dringen. 
Welches sind die Dipolschwingungen, die aus dieser Umordnung 
hervorgehen? Entsteht zum Schluß überhaupt der Zustand, 
der für das Kristallinnere gefunden worden war, und in 
welcher Tiefe tritt er ein? Man sieht, daß die Beantwortung 
dieser Frage, schwierig wie sie bei dem verwickelten Wesen 
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des Beugungsvorganges zu sein scheint, durchaus notwendig 
ist, um überhaupt den Anschluß zwischen Außenraum und 
Kristallinnerm, zwischen selbstgenügsamer Theorie und experi- 
mentell verwertbarer zu gewinnen. Ohne Lösung der Rand- 
aufgabe, d. h. ohne Aufstellung der Fresnelschen Formeln, 
sei es im Sinne Maxwells oder der Elektronentheorie, wäre 
auch die optische Dispersionstheorie ein Fragment und die 
Intensitäten von gebrochenem und reflektiertem Strahl blieben 
unerklärt. Das gleiche gilt in erhöhtem Maße für die Theorie 
der Röntgenstrahlen, weil hier jede Erfahrung über etwaige 
Randbedingungen im Sinne der Theorie kontinuierlicher Me- 
dien fehlt und naturgemäß fehlen muß. 


Die vorliegende Theorie nimmt als Bild des Kristalls ein ein- 
fachstes ideal regelmäßiges rechtwinkliges Gitter von schwin- 
gungsfähigen, elastisch gebundenen Ladungen, die in ihrer Wir- 
kung Dipolen gleichkommen; also das gleiche Gitter, an das die 
beiden vorhergehenden Noten zur Begründung der Kristalloptik 
(als I und II zitiert), anknüpften. Durch Spezialisierung können 
hieraus kubische und quadratische Kristalle erhalten werden. 
Der allgemeine Charakter der Ergebnisse bleibt selbstverständ- 
lieh auch für andere Kristallklassen bestehen und ließe sich 
sicherlich unschwer allgemeiner aussprechen, worauf jedoch 
verzichtet worden ist. Bei der Übertragung der Methode 
dieser Arbeit auf Gitter, die aus mehreren einfachen Gittern 
zusammengesetzt sind, treten keine besonderen Schwierigkeiten 
auf, obwohl natürlich die Ergebnisse im einzelnen von den 
Besonderheiten der Struktur sehr abhängig sind. Von der 
Erweiterung der Theorie auf zusammengesetzte Strukturen ist 
abgesehen worden, da die Hauptaufgabe der Arbeit darin 
besteht, die Ansätze und Begriffe klarzustellen und hiermit 
die Grundlage für die theoretische Behandlung von Einzel- 
fällen zu schaffen. 

Der Gesichtspunkt, daß die Wechselwirkung der Strahlen 
berücksichtigt werden muß, um ihre Intensität zu erklären, 
ist schon von C. G. Darwin") angewandt worden. In seiner 
Untersuchung über die Braggsche Spektrometeranordnung 
behandelt er die Reflexion ebener monochromatischer Wellen 
an der Kristalloberfläche, also einen Sonderfall unseres Pro- 


1) C. G. Darwin, Phil. Mag. 27. p. 315 u. 675. 1914. 
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blems. Dabei wird von ihm für die Amplitude, die der Primär- 
strahl nach Durchgang durch die r ersten Netzebenen auf- 
weist, gefunden T,= T,.2*, wobei © die Wurzel einer Glei- 
chung ist, die in unserem Sinne als die quadratische Dispersions- 
gleichung zu deuten wäre. Statt wie Darwin angenähert 


z=—1+Ygq@-v zu setzen, worin q der ,,Reflexionskoef- 
fizient“ der Netzebenen, v nach unserer Bezeichnungsweise etwa 
der Anregungsfehler ist, — beides kleine Größen — lasse man 
stehen 2 = e~*V*=# +i, 56 tritt in dieser Formel die Ähn- 
liehkeit mit unseren Resultaten hervor: der Faktor e‘*" in der 
Amplitude T’, ist der Phasenfaktor der Welle, die sich nach der 
alten Laueschen oder Braggschen Theorie unter dem Re- 
flexionswinkel ausbreitet, d. h. so, daß zwischen den Strahlen, 
die an aufeinanderfolgenden Ebenen reflektiert worden sind, 
der Phasenunterschied 2ri liegt. Die Phase der Welle, die 
sich wirklich im Kristall ausbreitet, angeregt mit dem Fehler v, 


weist gegen diese Welle die Phasenkorrektur ¢~'7¥"-® auf. 
Der Doppelsinn der Wurzel, den Darwin ohne Grund ver- 
wirft und einschränkt, gibt zwei Lösungen, die im Falle reeller 
Wurzel größere bzw. kleinere Phasengeschwindigkeit haben als 
die Vergleichswelle, während bei imaginärer Wurzel die Ampli- 
tude nach dem Inneren hin exponentiell zu- bzw. abnimmt. 
Dies sind genau die Ausbreitungsweisen, aus denen wir die 
exakte Lösung zusammensetzen werden. Aus der Realitäts- 
betrachtung der Wurzel erhält Darwin für die Intensität 
des reflektierten Strahles drei Gebiete, nämlich einen Streifen 
vollständiger Reflexion für |v] < q und beiderseits ein Gebiet 
ungenauerer Erfüllung der Reflexionsbedingung mit schnell 
abnehmendem Reflexionsvermégen. Das Mittelgebiet voll- 
ständiger Reflexion deckt sich mit unseren Ergebnissen; nur 
in ihm gibt es für dicke Kristallplatten eine von der 
Dicke des Kristallstückes unabhängige Amplitude des reflek- 
tierten Strahles, in ihm wird bei weitem der Hauptteil der 
Energie reflektiert, die überhaupt in den Sekundärstrahl ge- 
langt. In dem Außengebiete der Reflexion bleibt die Stärke 
des reflektierten Strahles von der Kristalldicke abhängig, wenn 
man die Randbedingung am unteren Rande einer Kristall- 
platte berücksichtigt. Dies muß aber geschehen, weil bei 
den experimentellen Ausmaßen die Felder an der Rück- 
seite einer Kristallplatte trotz der Massenabsorption erheb- 
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lich bleiben, und deshalb ist die Art, wie Darwin durch 
Grenzübergang zu verschwindender Absorption sich für die 
Außengebiete bestimmte Intensitäten des reflektierten Strahles 
verschafft, nicht einwandfrei. Im Hinblick auf die Aus- 
gestaltung der Theorie für mehrere Interferenzstrahlen scheint 
mir der von Darwin 'verkannte Charakter seiner Glei- 
chung für 2 gerade das Wichtigste zu sein, das auch 
Darwin bei konsequenter Berücksiehtigung der Randbedin- 
gungen auf die unten als Pendellösung bezeichnete Ausbreitungs- 
form des Feldes geführt hätte. 


§ 1. Gang der Untersuchung, allgemeine Einführung einiger 
Begriffe. 


a) Die Lauesehe Theorie als Grundglied einer Entwick- 
lung. Die bisherige experimentelle Erfahrung hat gelehrt, daß 
die Geschwindigkeit der Röntgenstrahlen durch die Disper- 
sionselektronen (Dipole) der Körper nur in sehr geringfügigem 
Maße beeinflußt werden kann. Daher darf in der Laueschen 
Theorie, die als erste Näherung einer Dispersionstheorie auf- 
gefaßt werden soll, die Geschwindigkeit der Wellen gleich c 
(3.1010 cm/sec) gesetzt werden; umgekehrt sind die geo- 
metrischen Folgerungen aus Laues Formeln ein Zeichen, wie 
genau die vorausgesetzte Beziehung zutrifft. Setzt man die 
Frequenz der Röntgenwellen in die optische Dispersions- 
formel ein, die unter der Annahme abgeleitet wird, daß 
die Eigenfrequenzen der Elektronen nahe dem optischen Ge- 
biete liegen, so erhält man für den Brechungsindex einer 
einzelnen Röntgenwelle einen Wert, der um ca. 10-* kleiner 
ist als 1, und diese Abweichung wird wohl allgemein 
die Größenordnung geben, um die auch im Falle der Aus- 
breitung mehrerer Interferenzstrahlen im Kristall der Brechungs- 
index, d. h. das Verhältnis von Lichtgeschwindigkeit c zu 
Phasengesehwindigkeit q, sich von 1 unterscheidet. In der 
optischen Dispersionstheorie wird gezeigt, daß die Verände- 
rung der Phasengeschwindigkeit auf die Wechselwirkung der 
Elektronen zurückzuführen ist. Aus der Kleinheit der Ände- 
rung im Falle der Röntgenstrahlen kann somit auf die Klein- 
heit der Wechselwirkung geschlossen werden, und wenn in 
der aufzustellenden Theorie die Quadrate der Abweichungen 
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vernachlässigt werden, so ist das mathematisch zu verstehen 
als Entwicklung des Problems nach den Größen, die die 
Wechselwirkung messen, und Beschränkung auf die Wechsel- 
wirkung niedrigster Ordnung. 

In diesem Sinne ist die Lauesche Theorie das Grund- 
glied der Entwicklung, da in ihr die Wechselwirkung Null ist. 
Der Lauesche Gedankengang sei kurz zusammengefaßt, indem 
hierbei gleich einige abkürzende Bezeichnungen eingeführt 
werden mögen. Ist w die Frequenz, so ist eine ebene Welle 
gegeben durch die periodische Funktion e-'=!til@=+Aytrn, 
Diese Welle schreitet mit der Geschwindigkeit 


IT 

fort. Fassen wir (@ By) als Komponenten eines Vektors f 
auf, des Ausbreitungsvektors, so ist q bestimmt durch die 
Länge des Vektors; die Richtung der Wellennormalen durch 
seine Richtung; und die periodische Funktion wird kürzer 
unter Einführung des Vektors r = (@, y, z) geschrieben 


e — +i(te) 


Die Länge | f| = k soll die Ausbreitungskonstante heißen. Zwei 
Wellen mit gleichem Vektor f heißen gleichlaufend. 

Die Lauesche Theorie geht davon aus, daß Richtung 
und Geschwindigkeit des einfallenden Strahles, also sein Aus- 
breitungsvektor f,, bekannt ist. Es wird behauptet, daß im 
Kristall eine Dipolwelle entsteht, gleichlaufend mit der ein- 
fallenden Welle. Hierin liegt die erste Vernachlässigung der 
Wechselwirkung, da in Wahrheit andere Dipolschwingungen 
entstehen. Nun werden die Kugelwellen, die von den 
schwingenden Dipolen ausgehen, für unendliche Entfernung 
vom Kristall summiert und festgestellt, in welchen Richtungen 
maximale Amplitude auftritt. Bei dieser Feststellung wird 
zum zweiten Male von den Wechselwirkungen abgesehen, 
indem vorausgesetzt wird, daß auch die abgespaltenen Inter- 
ferenzstrahlen im Kristallinnern die Phasengeschwindigkeit ¢ 
haben. 


b) Endlichkeit des Kristalls bei Laue. Es hängt mit 
dieser Vernachlässigung, wie wir sehen werden, aufs engste 


zusammen, daß Laue gezwungen ist, die Betrachtungen 
an einem Kristallstück von endlicher Ausdehnung vorzu- 
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nehmen. Dieser Umstand bedeutet keine Vereinfachung der 
Theorie, da von der Größe des Kristalls abhängende Beu- 
gungserscheinungen die wesentlichen Teile der Formeln nicht 
in der einfachsten Gestalt hervortreten lassen. Jede Rich- 
tung maximaler abgebeugter Intensität ist nämlich, wie in 
der Theorie des (endlichen) optischen Beugungsgitters, von 
einem Kegel von Richtungen begleitet, in dem die Intensität 
aufs heftigste schwankt, — Schwankungen, die durch die 
Größe und Form des Kristalibrockens bedingt sind und 
im ganzen genommen eine Verwaschenheit der Interferenz- 
richtung und damit ein endliches Auflösungsvermögen des 
endlichen Gitters ergeben. 

Diese Komplikation ließe sich vermeiden, wenn der Laue- 
schen Theorie ein unendlich ausgedehntes Gitter zugrunde ge- 
legt würde. Dann fallen die Beugungserscheinungen neben den 
Maximis fort und das Auflösungsvermögen ist unendlich groß 
in dem Sinne, daß wenn die Bedingungen für maximales Zu- 
sammenwirken aller Dipole streng erfüllt sind, die Amplitude 
unendlich ist; sind sie nur um ein Kleines verfehlt, so ist 
die Amplitude endlich und daher verschwindend gegenüber 
dem Maximum. Bei der starr gegebenen Ausbreitungsweise 
der Dipolwelle läßt sich im unendlichen nach Lauescher Art 
behandelten Kristall die rein kinematische Folgerung nicht 
vermeiden, daß zum Entstehen eines Interfererenzstrahls die 
Ausbreitungsbedingungen mathematisch scharf erfüllt sein 
müssen. 

c) Unbegrenztheit des Kristalls in der dynamischen Theorie. 
Anders ist es in der dynamischen Theorie, in der die Be- 
wegung der Dipole durch das selbsterzeugte Feld bestimmt 
wird. Der Kristall besitzt hier eine gewisse Schmiegsamkeit 
und Anpassungsfähigkeit für den Fall, daß die Anregung zur 
Abspaltung von Interferenzstrahlen nicht die beste ist. Daher 
liefert auch geringere Güte der Anregung noch erhebliche 
Interferenzstrahlen und das dynamische Auflösungsvermögen 
ist im Gegensatz zum kinematischen auch im unendlichen 
Kristallgitter endlich. 

Ja, der dynamisch regulierte Kristall übt sogar einen ge- 
wissen „Selbstschutz‘‘ gegen zu großes Ansteigen der Inten- 
sität aus, indem er die Phasengeschwindigkeit der Dipolwelle 
vom Wert c abweichen läßt. Sobald die Geschwindigkeit q # c 
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ist, sind nämlich auch im unendlichen Kristall die entstehenden 
Amplituden endlich; die obige extreme Folgerung der Laue- 
schen Theoie hängt an der Annahme gq =. 


In dem engen Zusammenhang zwischen Phasengeschwindig- 
keit und Amplitude liegt der Kern der dynamischen Theorie 
und deshalb soll gleich hier die folgende, leicht zu erweiternde 
Überlegung (vgl. $2 und $ 5) zum Verständnis dieses Punktes 
beitragen. 

Der Kristall sei durchzogen von einer Dipolwelle vom 
Ausbreitungsvektor f. Ihre Phasengesch windigkeit sei q. 

Wır suchen den Teil des Feldes im Punkte P (Fig. 1), 
der gleichlaufend hiermit ist. Fassen wir eine Netzebene N | f 
ins Auge. In ihr schwingen die Elektronen in gleicher Phase. 
Die von ihr ausgehenden Kugelwellen haben sich in einiger 
Entfernung zu einer Wellenfront geglättet, die parallel f, aber mit 
der vong verschiedenen Geschwindigkeit c fortschreitet ; ihr Aus- 
breitungsvektor sei f,. Das Feld in P ist die Summe der Wirkun- 
gen aller von P aus entgegen der Rich- 
tung f liegenden Netzebenen; es wird 
unendlich, wenn alle Wirkungen in 
gleicher Phase eintreffen, was k=k, 
voraussetzt (Maximum der Resonanz des 
entstehenden Feldes auf die Dipolwelle). 
Je mehr k von ky abweicht, um so 
geringer ist die Zahl der Netzebenen, 
deren Wirkungen merklich in gleicher Phase in P an- 
kommen, desto vollständiger die gegenseitige Vernichtung. Wırd 
k=k, (1 +.) gesetzt, so ist, wie in § 2 gefunden wird, 
die Amplitude des Feldes proportional 1/e. e, die Abwei- 
chung des Brechungsindex vom Wert 1, heißt der Resonanz- 
fehler. Die Lauesche Theorie beschäftigt sıch mit dem Fall 
e=() und muß deshalb den Kristall endlich groß nehmen, 
um unendliche Amplituden zu vermeiden. 


d) Rezvprokes Gitter, elementares Interferenzfeld. Es sei ange- 
nommen, daß durch den Ansatz der Elektronenwelle f, ein Feld 
entsteht, aus dem einzelne ebene Wellen infolge ihrer Intensität 
ganz unzweideutig hervorragen, die Interferenzstrahlen im 
engeren Sinne. Im Sinne der Laueschen Theorie muß ver- 
langt werden, daß ihre Ausbreitungskonstanten k, gleich k, 
sind, damit unendliche Amplitude, volle Resonanz, eintritt. 
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Ich habe diese Bedingung durch die Konstruktion einer Kugel 
in dem zum Kristall ,,reziproken‘‘ Punktgitter geometrisch 
anschaulich zu machen gesucht.!) Es ist dies in unserem Falle 
das rechtwinklige Gitter, in dem die Abstände benachbarter 
Punkte, statt wie beim Kristall 2a, 2b, 2c zu sein, n/a, /b, x/c 
sind. Eine Kugel vom Radius k, ist um einen Punkt be- 
schrieben, der vom Nullpunkt des Gitters aus entgegen dem 
einfallenden Strahl im Abstand k, liegt. Dann sind die Vek- 
toren vom Kugelmittelpunkt zu den Gitterpunkten die Ausbrei- 
tungsvektoren der Interferenzwellen, und die Bedingung k, = k, 
heißt, ein Gitterpunkt (t) muß genau auf der Oberfläche der 
Kugel vom Radius k, gelegen sein. Die jetzige Theorie wird 
gerade den Fall betrachten, daß die Gitterpunkte im kleinen 
Abständen von der Kugeloberfläche liegen, die von Punkt 
zu Punkt, d. h. für jeden Interferenzstrahl, verschieden groß 
sein können. Da die Kugel in bezug auf Richtung, Geschwindig- 
keit und Amplitude ein getreues Abbild der Ausbreitung des 
Feldes ist, heiße sie Ausbreitungskugel, ihr Mittelpunkt der 
Ausbreitungspunkt. Ihr Radius ist immer k, und sie ist 
vollständig bestimmt, wenn von einer einzigen Welle der Aus- 
breitungsvektor bekannt ist, da hierdurch ihr Mittelpunkt 
gegeben ist. Die verschiedenen Interferenzstrahlen sind 
durch die Ausbreitungskugel einander zugeordnet und ver- 
bunden zu der starren Einheit des elementaren Interferenz- 
feldes. Das elementare Interferenzfeld für Röntgenfrequenzen 
ist in dem Kristallgitter jene einfachste Form der Wellen- 
ausbreitung, die in der Optik die einzelne ebene Welle ist. 
Wie die optische Dispersionstheorie die Frage beantwortet: 
welches ist die Bedingung dafür, daß eine ebene Welle unter 
Beibehaltung ihrer einfachen Form im Körper sich ausbreiten 
kann, so gilt es hier Antwort zu gewinnen: wann kann ein 
Interferenzfeld unverändert durch die Einwirkung der schwin- 
genden Ladungen den Kristall durchsetzen ? 


e) Ausbreitung im Kristallinnern. Wie in der Optik soll 
also ein solcher Zustand der Dipolschwingungen aufgesucht 
werden, daß die Schwingungen selbst durch das von ihnen er- 
zeugte Feld unterhalten werden. Setzen wir zur Probe eine 


1) P. P. Ewald, Physik. Zeitschr. 14. p. 465. 1913; vgl. auch 
Enzykl. d. math, Wiss, V, 24, Art. Laue, Wellenoptik. Nr. 48. — Vgl. 
die Erörterungen in § 3. 
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einzige Dipolwelle mit dem beliebigen Ausbreitungsvektor f, 
an; dieser Ansatz genügt den dynamischen Forderungen offen- 
bar nicht, wenn aus ihm außer der gleichlaufenden Inter- 
ferenzwelle f, (die immer entsteht) weitere Wellen f, folgen. 
Vielmehr wird jede dieser Wellen f, ihrerseits eine gleich- 
laufende Dipolwelle veranlassen. Im ganzen entstehen ebenso 
viele durch die Ausbreitungskugel einander zugeordnete Dipol- 
wellen, wie es Interferenzwellen gibt. u 


Alle diese Dipolwellen geben dasselbe Interferenzfeld 
( Reziprozitdtssatz). Der Dipolansatz f, läßt sich deshalb durch 
Dipolwellen f,...f, vervollständigen, ohne daß neue Inter- 
ferenzrichtungen auftreten. Die Amplitude irgend einer Inter- 
ferenzwelle f, setzt sich dann aus Teilen zusammen, die von 
sämtlichen Dipolwellen f,... f, erzeugt werden. 


Auf einen derartigen Ansatz der Dipolschwingungen, der 
ein ganzes elementares Interferenzfeld nachahmt, ist nun der 
dynamische Zusammenhang zwischen Dipolschwingung und 
Feld anzuwenden, der durch die Schwingungsgleichung der 
Dipole gegeben ist. Da nur die gleichlaufenden Bestandteile 
von Elektronenschwingung und Feld sich verknüpfen lassen, 
zerfällt die Schwingungsgleichung in n Gleichungen für die 
n Interferenzrichtungen. Diese Gleichungen sind homogen, 
weil das Feld selber proportional der Schwingungsamplitude 
der Elektronen ist. 

Damit das elementare Interferenzfeld bestehen kann, 
müssen also n Schwingungsamplituden a, ... a, aus n homogenen 
Vektorgleichungen bestimmt werden. Dies erfordert das Ver- 
schwinden der Determinante aus den Koeffizienten der Ampli- 
tudenkomponenten — hier also einer Determinante vom 
Grade 8 n, die sich aber auf den Grad 2n reduziert, weil die 
Transversalität der Schwingungen, die durch die Form der 
Vektorgleichungen gesichert ist, die Anzahl der wahren Un- 
bekannten auf 2 Komponenten herabsetzt. Diese Bedingung 
der Lösbarkeit ist die Dispersionsgleichung. Was wird durch 
sie bestimmt? Der eine willkürlich angesetzte Ausbreitungs- 
vektor f, oder aber, was nach dem obigen dasselbe ist: der 
Ausbreitungspunkt. 

Das Problem der Ausbreitung im unbegrenzten Kristall 
ist hiermit gelöst. Man gebe die Richtung eines Interferenz- 
strahles, so ist seine Geschwindigkeit und die der se 


Annalen der Physik. IV. Folge, 54. 
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Strahlen bekannt und das Amplitudenverhältnis der Strahlen 
bestimmt. Genau wie in der optischen Theorie für Kristalle: 
wenn die Richtung des Strahles gegeben ist, ist seine Ge- 
schwindigkeit — oder, wie besser gesagt sei, ist durch die 
Normalenfläche sein Ausbreitungsvektor bekannt. Für optische 
Frequenzen entsteht aus dem Ansatz einer Elektronenwelle F, 
nur eine Feldwelle von großer Amplitude: die gleichlaufende. | 
Die optische Dispersionstheorie zeigt, daß für diesen Fall die | 
_ Normalenfläche des rhombischen Kristalls eine zweischalige 
Fläche ist, so daß zu jeder Ausbreitungsrichtung der Welle 
zwei verschieden lange Vektoren f gehören (für die beiden 
Polarisationsrichtungen). Im Falle des aus n Wellen be- 
stehenden Interferenzfeldes ist die entsprechende Fläche, die 
allgemeiner Dispersionsfläche heißen soll, eine Fläche mit 
2n Schalen. Besteht beispielshalber ein Interferenzbild nur 
aus zwei Strahlen, so gibt es für jede Schwingungsrichtung 
(senkrecht und parallel zur Ebene der Strahlen) zwei Möglich- 
keiten der Ausbreitung, Es verdient besonders hervorgehoben 
zu werden, daß jede dieser Ausbreitungsweisen mit einem 
ganz bestimmten Amplitudenverhältnis der Strahlen verbunden ist. 


Damit in der Laueschen Theorie ein n-strahliges Interferenz- 
bild auftritt, muß der Ausbreitungspunkt eine mathematisch 
scharf bestimmte Lage haben. In dieser Weiterführung der 
Theorie ist ein gewisser Bereich für den Ausbreitungspunkt 
möglich, weil ja die Ausbreitungskugel nicht genau durch die 
n Punkte des reziproken Gitters zu gehen braucht, sondern 
nur nahe an ihnen vorbei. Aber dieser Bereich ist klein, 
und wenn der Ausbreitungspunkt ihn verläßt, schwinden die 
Strahlen oder es treten neue hinzu. Die Dispersionsfläche, 
die unter Berücksichtigung von genau n Strahlen abgeleitet 
worden ist, gilt daher nur innerhalb des Bereiches, in dem 
wirklich die n Strahlen die vorherrschenden sind. Wird die 
— als willkürlich gegeben gedachte — Richtung eines Strahles 1 
erheblich abgeändert, so daß statt der n Interferenzwellen 
deren m ihm zugeordnet sind, so ist die Dispersionsfläche in 
der Umgebung der neuen Richtung 2m-schalig. Wie viele 
Interferenzwellen für jede Richtung des Strahles 1 auftreten, 
ist ein Problem, dessen Lösung hier nicht zu erstreben ist. 
Könnte die Dispersionsfläche, wie in der Optik die Normalen- 
fläche, für alle Richtungen des Strahles 1 gezeichnet werden, 


| 
| 
| 
4 
E 
| 
| 
| 
4 
. 


t 
2 


m “ 


~~ 


Die Kristalloptik der Rönigenstrahlen. 581 


so wäre es eine sehr vielschalige (streng genommen unendlich 
vielschalige) Fläche. In jeder Richtung würde eine Schale 
nur kleine Entfernung von der Kugel vom Halbmesser k, 
haben, weil der Primärstrahl immer auftritt; während von 
den anderen Schalen sich mehr oder weniger viele — je nach 
der Richtung — dieser Kugel stark nähern. Wenn oben bei 
Aufstellung der Dispersionsfläche die Existenz einer bestimmten 
Anzahl n von Strahlen vorausgesetzt wurde, so heißt dies, 
daß innerhalb eines gewissen Bereiches, in dem 2n Schalen 
der vollständigen Dispersionsfläche der Kugel k, sehr viel 
näher kommen als die anderen Schalen, eine Entwicklung 
der Fläche angegeben werden soll. 


f) Notwendigkeit des Randproblems. Mit der Aufstellung 
der Dispersionsgleichung, ihrer Deutung als Dispersionsfläche 
und der Bestimmung von Geschwindigkeiten und Ampli- 
tudenverhältnissen der Interferenzwellen ist somit dasselbe 
erreicht wie in der Kristalloptik mit der Ermittelung der 
Normalenfliche. Genügt dies, um sich Rechenschaft zu 
geben über die Intensitäten der Interferenzstrahlen, wie 
sie bei einem Versuche zu erwarten sind, selbst wenn vor- 
ausgesetzt wird, daß dessen Bedingungen sich durch Ver- 


.wirklichung ebener monochromatischer Wellen und eines 


völlig regelmäßigen Kristalis besonders durchsichtig gestalten 
ließen? Die Frage muß auf das entschiedenste verneint 
werden. Die Normalenfläche und die Dispersionsfläche sind 
kurz zusammengefaßte Aussagen über die Ausbreitungs- 
weise von Wellen im Innern des Kristalls. Die Erklärung 
des Experiments muß von der von außen einfallenden Welle &, 
ausgehen und zeigen, welche Zustände im Innern durch sie 
bedingt werden. Während der bisherige Teil der Theorie der 
Röntgeninterferenzen sich mit Zuständen befaßt hat, die in 
unveränderter Form den Kristall durchziehen, müssen nun 
gerade veränderliche Zustände betrachtet werden, bei denen 
wie im Experiment, der Energiestrom von einer Richtung in 
ein ganzes Bündel von Richtungen aufgespalten wird, bei 
denen Strahlrichtungen, die nicht in die Gitterabstände hinein- 
passen, allmählich unterdrückt und andere auf ihre Kosten 
um so stärker herausgehoben werden. Wird hierbei der Zu- 
stand erreicht,*der als gültig für das Kristallinnere gefunden 
worden ist? Treffen schließlich die für ihn errechneten Ampli- 
85* 


q 
= 
i 
TR 
h 
J 
’ 
) 
ae 
- 
| 
Ei: 
. 
= 


532 P. P. Ewald. 


tudenverhältnisse ein, und welche sind es bei der Möglichkeit 
für den Ausbreitungspunkt, auf einer der 2n Schalen der 
Dispersionsfläche zu liegen? Oder erstreckt sich gar, wie 
Laue annahm, der Einfluß der einfallenden Welle bis in solche 
Tiefen, daß alle Dipole praktisch nur durch sie zu ihren Schwin- 
gungen angeregt werden, wie es ja am Rande sein muß, wo 
die Interferenzwellen noch keine große Stärke haben; und ist 
hierdurch die ganze bisherige Betrachtung über den Haufen 
geworfen ? 

Diese Fragen erläutern zur Genüge die Zweifel, die man 
hegen muß, ob die bisher aufgestellte Theorie imstande ist, 
auch nur für die Erklärung des einfachsten Experimentes von 
Wert zu sein. Sie wäre es in der Tat nicht, wenn es nicht 
durch sie gelänge, die Zustände im Innern mit der einfallenden 
Welle in Verbindung zu setzen, wenn sie nicht die Grundformen 
der Wellenausbreitung herstellte, aus denen die Lösung für 
das Randproblem sich aufbaut. 


g) Das Randproblem in der Optik. Zur Veranschaulichung 
des Zusammenhanges zwischen den bisherigen Betrachtungen 
und dem Randproblem kann auf die 
eigentliche Kristalloptik zurückgegrif- 
fen werden. Es falle auf den Kristall, 
der den unteren Halbraum erfüllt, 
eine ebene linearpolarisierte Welle €, 
auf. Es ist in II gezeigt worden, daß 
der Zustand im Innern sich aus den 
elementaren Schwingungsformen des 
unbegrenzten Kristalls aufbauen läßt, 
deren Ausdruck in der Optik die 
zweischalige Normalenfläche ist. Wer- 
den nämlich dieselben Dipolschwin- 
gungen im begrenzten Kristall angesetzt, wie im unbegrenzten, 
so gehen vom Rand ebene Wellen aus, die zu den im un- 
begrenzten Kristall bestehenden Wellen hinzutreten. Diese 
Wellen (Randwellen) haben weder gleiche Richtung noch gleiche 
Geschwindigkeit wie die Binnenwellen des unbegrenzten Kristalls, 
sondern ihre Geschwindigkeit ist c und ihre Richtung hängt mit 
Richtung und Geschwindigkeit der Binnenwellen nach dem 
Brechungsgesetze zusammen. Zu jeder Binnenwelle gehört eine 
Randwelle von gleicher Polarisation. Gelingt es, im halben 
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Kristall sowohl einfallende Wellen wie Randwellen zum Ver- 
schwinden zu bringen, indem nur Binnenwellen benutzt werden, 
wie sie nach Angabe der Normalenfläche im Kristallinnern vor- 
kommen dürfen, so ist auch für den halben Kristall der dyna- 
misch mögliche Zustand gefunden. Die einfallende optische 
Welle kann durch zwei verschieden polarisierte Randwellen auf- 
gehoben werden, wenn diese mit ihr gleiche Richtung haben. 
Es ist also nötig, an den beiden Schalen der Normalenfläche 
zwei Dipolwellen derart auszusuchen, daß die Randwellen eben- 
so fortschreiten, wie die einfallende Welle. Diese Dipolwellen 
und die mit ihnen gleichlaufenden Binnenwellen €, und €,* 
haben im allgemeinen Richtungen die sowohl voneinander, wie 
von der Richtung der einfallenden Welle abweichen (Fig. 2). 
So entsteht anstatt einer einzigen Fortsetzung des ein- 
fallenden Strahles wegen der Randbedingungen ein Strahlen- 
paar (Doppelbrechung), das der Kristall sich aus der ihm 
gemäß der Normalenfläche zur Verfügung stehenden Mannig- 
faltigkeit von elementaren Schwingungsformen durch An- 
passung an die Bedingung der äußeren Anregung heraussucht. 


h) Lösung des Randproblems bei Röntgenstrahlen. Ganz 
ähnlich liegen die Verhältnisse für Röntgenwellen. Auch hier 
kommt durch das Auftreten des Randes zu jeder Binnenwelle 
eine Randwelle von der Geschwindigkeit c und entsprechender 
anderer Richtung hinzu. Das elementare Interferenzfeld im be- 
randeten Kristall besteht daher ausn Binnenwellen und n Rand- 
wellen. Letztere, sowie die einfallende Welle stören das dyna- 
mische Gleichgewicht, das herrschen würde, wenn allein Binnen- 
wellen sich gemäß den Anweisungen der Dispersionsfläche aus- 
breiten würden. 

Die 2n Möglichkeiten, dynamisch richtige Binnenwellen 
anzusetzen, können nun dazu benutzt werden, um einfallende 
und Randwellen zum Verschwinden zu bringen. Hierfür müssen 
die Randwellen des einen Strahls — er heißt Primärstrahl — 
der Richtung nach sämtlich mit dem einfallenden Strahl zu- 
sammenfallen. Dies erfordert geeignete Wahl der Ausbreitungs- 
punkte der 2n elementaren Interferenzfelder auf den 2” Schalen 
der Dispersionsfläche. Es zeigt sich, daß gleichzeitig bei den 
andern Interferenzrichtungen gerade die Randstrahlen der 2n 
elementaren Felder zusammenfallen. Hierdurch ist es möglich, 
die 2n Amplituden der zu überlagernden Felder so zu be- 


t 4 

r ; 

e 4 

8 3 

3 

1, q 

| 

5, | 

it q 

4 

| 


584 P. P. Ewald. 


stimmen, daß die (n —1) Randstrahlen der Sekundärstrahlen ver- 
schwinden und zudem der Randstrahl des Primärstrahls das 
einfallende ©, aufhebt. Im Kristallinnern bleiben dann allein 
2n Systeme von Binnenwellen übrig, von denen jedes dyna- 
misch möglich ist. 

Faßt man eine Lauesche Interferenzriehtung ins Auge, so 
gibt es bei dieser Lösung 2” Binnenwellen, deren Ausbreitungs- 
richtungen sehr nahe mit ihr zusammenfallen ; sie entsprechen 
dem Wellenpaar, das in der Optik aus der einfallenden Welle ent- 
steht, wenn das elementare Interferenzfeld nur von einem einzigen 
Strahle ‘gebildet wird. Die Unterschiede in den Ausbreitungs- 
vektoren von je 2n zusammengehörenden Binnenwellen sind 
so gering, daß es zu ausgesprochenen Schwebungen kommt und 
die Lösung so aufgefaßt werden kann, als entständen durch 
die einfallende Welle n Interferenzwellen von veränderlicher 
Amplitude. Am Rande sind die Amplituden der abgespaltenen 
Interferenzstrahlen ganz klein und nur der Primärstrahl hat 
eine Amplitude von der Größe des einfallenden Strahles. Im 
Innern finden dann charakteristische Energieumsetzungen 
zwischen den Strahlen statt. 

Das elementare Interferenzfeld, das in unveränderlicher 
Form sich im Kristall fortzupflanzen vermag, liefert also die 
Bausteine, aus denen die durch marmigfachen örtlichen Wechsel 
ausgezeichnete Lösung des Randproblems aufgebaut wird. Mit 
Berücksichtigung der einfallenden Welle bilden die Schwin- 
gungsgleichungen der Dipole ein System inhomogener linearer 
Gleichungen. Dies System kann gelöst werden, wenn die Lö- 
sungen des homogenen Systems für den unbegrenzt gedacht: n 
Kristall bekannt sind. 


8 2. Das elementare Interferenzfeld im ganzen Kristall. 

a) Das Potential des ganzen Kristalls; Ausbreitungskugel. 
Der „ganze“ oder „unberandete‘‘ Kristall bestehe für die 
Zwecke der Rechnung aus dem nach allen Riehtungen un- 
endlich ausgedehnten rechtwinkligen Punktgitter der Punkte 


(1) -»...umn.. +2. 
2a, 2b, 2c sind die Abstände der Punkte in den Richtungen 
der 8 Koordinatenachsen, 1, m, n drei ganzzahlige Indizes. 


In den Gitterpunkten befinden sich die Dispersionselektronen, 
die, wenn sie in Schwingungen versetzt sind, in ihrer Wirkung 
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Dipolen gleichen. Ist pe‘?! das mit der Frequenz w ver- 
änderliche Moment eines Dipols, so erhält man das von ihm 
ausgehende Feld € in bekannter Weise durch Rotations- 
bildung am Hertzschen Potential 


ikor 
E= { rot rot p 


r (später r,m,) ist hierin der Abstand des Aufpunktes vom 
Ort des Dipols, ferner fe 

Welches Feld entsteht, wenn eine ebene Dipolwelle das 
Gitter durchzieht? Das Moment der Dipole sei bei dieser 
Schwingung bis auf den zeitlichen Faktor e-** 


®) inn = 


Der Ausbreitungsvektor £ der Welle soll die Komponenten 
(a, 8, y) haben, so daß, wenn die Winkel der Welle gegen die 
8 Achsen 1, 2 und 8 heißen, 


(8) a=keos1, ß=keos2, y=kcos8: 


Das Hertzsche Potential der so angeregten Dipole ist die 
Summe der Einzelpotentiale 


Die Summation läßt sich in Strenge ausführen, ohne Rück- 
sicht auf die Größenverhältnisse von Wellenlänge zu Gitter- 
abständen, und es gilt hier dieselbe Reihe für das Potential 
wie in meiner früheren Arbeit zur Kristalloptik, die von dem 
gleichen Ansatze einer ebenen Dipolwelle ausging.!) Es ist 
nämlich 


Tima 


+ 

> a)e +i + p)y + i(nale + 
abe ko — (inja + a — + (nn/c + 7)* 


l, m, n sind hierin ganzzahlige Summationsindizes. Führen 
wir das Volumen 8abe=v ein, das einen Dipol enthält, 
und nennen wir 


(4’) (In/a+a), (ma/b +B), (na/e+y) 


1) L § 6, Formel 7. Die Strahlrichtung war dort die um- 
gekehrte, daher unterscheiden sich a, 8, y im Vorzeichen. Außerdem 
sind die Vorzeichen der Summenzeiger gegenüber jener Formel verändert. 
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Komponenten des Vektors f,,,, dessen Betrag in üblicher 
Weise km heißt, so ist das Potential übersichtlicher zu 
schreiben 

(4") n=--= > 

| Die einzelnen Summenglieder stellen zusammen mit dem 
zu ergänzenden Zeitfaktor ebene Wellen vom Ausbreitungs- 
vektor fm, vor. Sie treten mit mehr oder weniger großer 
Amplitude auf, je nachdem die Länge ihres Ausbreitungs- 
vektors nahe mit hy übereinstimmt oder nicht. Es ist also 
notwendig, eine Übersicht über die Ausbreitungsvektoren zu 
gewinnen. 

Diesem Zwecke dient das ,,reziproke Gitter‘, das ist 
hier!) ein rechtwinkliges Gitter mit den Abständen z/a, 
a/b, a/c nach den 8 Achsen. In dieser Arbeit soll die 
Lage seiner Achsen immer die gleiche sein wie in Fig. 3. 


4 +++ + 
+++ +++ + 
f ++ + + + 
++++ ++ +++ + 
+ + + ++ + + 
+++ 4 + +++ + 
r — . 
+++ + +++ + + 
+ + + + 
e 


Fig. 3. 


Der Punkt A = (—a, —f, —y) heißt der Ausbreitungspunkt. 
Der Vektor vom Ausbreitungspunkt zum Gitterpunkt (l, m, n) 
ist der Ausbreitungsvektor Emm. Denn seine Komponenten 
haben nach (4’) den richtigen Wert. Insbesondere hat der 
Vektor in den Nullpunkt den Wert 


(5) tooo = (2, By) =F ; 
f war der Vektor der Dipolwelle. Daher gilt: das Grundglied 000 
des Potentials ist eine zur Dipolwelle gleichlaufende Welle. 


1) Vgl.Verallgemeinerung für schiefwinklige Kristallgitter bei v. Laue, 
Enzykl. d. math. Wiss., 1. ce. 
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Auch die Amplitude der Welle (mn) findet leicht ihre 
geometrische Deutung. Man lege um den Ausbreitungspunkt 
die Kugel vom Halbmesser kg, die Ausbreitungskugel. Der 
Nenner in (4”) hängt aufs engste mit dem Abstand des 
Gitterpunktes (mn) von der Ausbreitungskugel zusammen. 

(4’) besagt also: durch den Ansatz einer ebenen Dipol- 
welle foo, entsteht ein Potential, bestehend aus ebenen Wellen, 
deren Ausbreitungsweisen mit Hilfe der Ausbreitungskugel 
durch die sämtlichen Punkte des reziproken Gitters voll- 
ständig festgelegt sind. 

Es sind nun praktisch die Fälle der optischen und der 
Röntgenfrequenzen zu unterscheiden. 

Bei optischen Frequenzen ist das Verhältnis vom Radius 
der Ausbreitungskugel zur Maschenweite des reziproken Gitters 


sehr klein: , 


+ 


+ 

m + + + ++ +++ + + 

a + + + +++ 
Fig. 4a. Fig. 4b. 


wo A, die Wellenlänge im Vakuum ist. Da die Wellenlänge A 
und die Ausbreitungskonstante kyo, im Körper gleiche Größen- 
ordnung mit den Werten 49, ky fürs Vakuum haben, und da 
J, einige 100mal größer ist als der Atomabstand, so liegen 
Ausbreitungspunkt und -kugel ganz in der einen Ecke der 
ersten Gittermasche. Überragend große Amplitude hat nur 
die Welle 000 (Fig. 4a). 

Bei Réntgenfrequenzen (Fig. 4b) hingegen ist die Wellen- 
länge kleiner, bis zu 100mal kleiner als der Gitterabstand 2a. 
Daher schließt die Ausbreitungskugel viele Maschen des Gitters 
ein, und außer dem Punkt 000 können noch eine Reihe von 
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anderen Gitterpunkten sehr nahe an ihrer Oberfläche liegen. 
„Sehr nahe‘‘ heißt offenbar soviel wie: nur um einen kleinen 
Bruchteil der Maschenweiten z/a... entfernt. Wenn dies der 
Fall ist, haben die entsprechenden Glieder des Potentials 4” 
eine erheblich größere Amplitude als die anderen Glieder; 
sie sind die Interferenzwellen im engeren Sinne, die stark 
hervortreten gegenüber den unendlich vielen anderen, durch 
den gleichen Dipolansatz entstehenden Interferenzwellen der 
Summe 4”. 

b) Entstehung des Potentials; Reziprozität. Zum Ver- 
ständnis des Potentials 4” diene folgende Überlegung. Wir 
haben schon in $ 1 das Zustandekommen der Welle 000 
betrachtet, die der Dipolwelle gleichläuft. Die Wellenfront, 
die von einer Atomebene senkrecht zu f,,0 ausgeht, ist in 
kleiner Entfernung von dieser Ebene als eben anzusehen; 
begleiten wir eine feste Dipolphase auf ihrem Wege durch 
den Kristall, so sehen wir, wie Atomebene auf Atomebene 
eine ebene Welle ausschickt, die in der gleichen Richtung 
weiterzieht, wie die Dipolwelle, aber wegen des Unter- 
schiedes der Ausbreitungskonstanten k, und kyoo mit etwas 
anderer Geschwindigkeit. Es entsteht räumlich derselbe Zu- 
stand, der in zeitlicher Folge bei einem Pendel eintritt, das 
periodisch stoßweise angeregt wird, wenn die Periode der 
Anregung nicht genau mit der Eigenperiode der freien 
Pendelschwingung zusammenfält. Man weiß, daß, wenn 
die Folgen des Anfangs der periodischen Anregung als ab- 
geklungen betrachtet werden können (ihnen entsprechen die 
Zustände am Rande des Kristalls, vgl. $ 5), — daß dann 
das Pendel die durch die Erregung erzwungene Frequenz an- 
genommen hat und daß seine Amplitude umgekehrt propor- 
tional w)? — w* ist, unter w, die Eigenfrequenz des Pendels, 
unter @ die Frequenz der Anregung verstanden. In genau 
gleicher Weise entsteht im Kristall erzwungenermaßen das 
der Dipolwelle gleichlaufende Glied 

(tooo 

ky* kon” 
Nun ist aber der Ansatz f,99 der Dipolwelle gar nicht eindeutig. 
Er besagt nur etwas über die Phasen der Dipole, nieht über 
die ganze Anzahl von Wellenlängen, die zwischen ihnen zu 
ergänzen sind. Wegen der Werte (1) von &,,,, bringen alle 
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Vektoren f, die gleichen Dipolschwingungen hervor, deren Kom- 
ponenten sich von denen von ho. um ganze Vielfache von 
n/a, sı/b, x/c unterscheiden. Hiernach sind die Ausbreitungs- 
vektoren zu den sämtlichen Punkten des reziproken Gitters 
nichts anderes als die geometrische Deutung aller Möglich- 
keiten, eine und dieselbe Schwingungsform der Dipole zu be- 
schreiben. Die mannigfachen Darstellungsweisen derselben 
Dipolbewegung werden im Potential 4” gewertet nach ihrer 
Fähigkeit, das Feld des Kristalls zur Resonanz zu bringen. 
Durch die Punkte des reziproken Gitters werden dem An- 
satz Fooo unendlich viele andere gleichartige Ansätze derselben 
Dipolbewegung zugeordnet. Der Reziprozitätssatz, welcher sagt, 
daß sämtliche durch einen Ausbreitungspunkt einander zugeord- 
neten Dipolansätze, gleiche Amplitude p vorausgesetzt, dasselbe 
Potential und Feld ergeben, wird zur Selbstverständlichkeit. 
Geometrisch äußert sich die Reziprozität darin, daß der 
Anfang des reziproken Gitters statt in den Endpunkt des 
Vektors Foo ebensogut in den Gitterpunkt (1 mn), den End- 
punkt irgend eines Vektors F,„„, verlegt werden kann. 
Nehmen wir die oben besprochenen, in Fig. 4b zum 
Ausdruck gebrachten Größenverhältnisse an. Es gibt Aus- 
breitungsvektoren, deren Betrag <k, ist und deren Feld 
deshalb eine Phasengeschwindigkeit > c hat. Die Mehrzahl 
der Vektoren führt zu Punkten außerhalb der Ausbreitungs- 
kugel und zu Wellen mit Phasengeschwindigkeit q<c. Ver- 
gleichen wir die Amplituden für Wellen, deren Gitterpunkte 
außerhalb bzw. innerhalb der Kugel liegen, so zeigen sie den 
Vorzeichenunterschied, der in allen Resonanzvorgängen beim 
Durchschreiten des Resonanzmaximums auftritt. Es ist hier 
ein Amplitudensprung von — oo auf +00, weil Dämpfung fehlt. 
c) Ordnung des Feldes nach Resonanzfehlern. Es werde 
gesetzt : 
(6) kımn = ko (1 + Em) - 
ky. Eimn ist der Abstand des Gitterpunktes (lm mn) von der 
Ausbreitungskugel. ¢€m, heißt der (geometrische) Resonanz- 
fehler des Strahles (Im n). Zugleich ist &;„„ die Abweichung 
des Brechungsindex des betreffenden Strahles vom Wert 1, 
da als Breehungsindex das Verhältnis 


e/q kımn/ko =1 + Eimn 
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definiert werden muß. Als Materialkonstante hat der Brechungs- 
index für Röntgenstrahlen im Kristall keinen Sinn. Schon 
in der Kristalloptik hängt er wesentlich von den Ausbreitungs- 
bedingungen der Richtung und Polarisation ab und verdient 
diese Bezeichnung kaum noch — für Röntgenstrahlen vollends 
nicht mehr. Nur das eine läßt sich allerdings behaupten, 
da es nicht eine Folge des Materials, aus dem der Kristall 
besteht, sondern seines rein geometrischen Aufbaues und der 
Größenverhältnisse ist: im Kristall sind wesentlich nur Wellen, 
die mit Fast-Lichtgeschwindigkeit fortschreiten, e < 1. 

Beschränken wir das Potential 4” auf die wesentlichen 
Glieder, indem wir nur die Punkte des reziproken Gitters 
in die Summe ziehen, die in sehr kleinen Abständen von der 
Ausbreitungskugel liegen. Um einen Anhalt zu haben, welche 
Punkte das sind, nehmen wir an, daß ein Strahl f,oo hierzu 
gehört. Indem statt der Bezeichnung durch 8 Indizes I, m, n 
die kürzere durch einen Index (i oder k) eingeführt wird, setzen 
wir für diesen Strahl den Index 1 fest und nennen ihn Primär- 
strahl — hier eine abkürzende Bezeichnung, da die pbysikalische 
Bedeutung als Fortsetzung des einfallenden Strahls erst im 
berandeten Kristall auftritt. Durch den Vektor fo. = f, soll 
auch der Dipolansatz beschrieben sein, der sich nach dem 
vorhergehenden ja prinzipiell durch jeden der zugeordneten 
Ausbreitungsvektoren darstellen läßt. Der Vorteil dieser Fest- 
setzung ist jedoch, die Sicherheit zu gennen, daß die der 
Dipolwelle gleichlaufende Feldwelle zu den wesentlichen Glie- 
dern der Summe gehört. 

Sei nun die Richtung des Primärstrahles gegeben, so 
kommt für den Ausbreitungspunkt nur eine kleine Streeke in 
Betracht, die auf dieser Richtung in der nächsten Umgebung 
des Punktes —k, liegt. Sonst wäre die Voraussetzung nicht 
erfüllt, daß der Primärstrahl Interferenzstrahl im engeren 
Sinne ist. Die Kugel um den Punkt —k, selbst, die genau 
durch den Gitterpunkt 1 geht, läßt beurteilen, welche Gitter- 
punkte 2,8,...n der Erzeugung starker Interferenzstrahlen, 
vergleichbar dem Primärstrahl, überhaupt fähig sind, wenn 
der Ausbreitungspunkt in dem kleinen Wertbereich ver- 
schoben wird. 

Nehmen wir, um vom Potential zum Feld überzugehen, 
an einem Summengliede 


q 
q 
4 
I 
{ 
€ 
| 
| 
| 
( 
‘ 
4 
| 
| 
5 
7 
u 
| 
| 
| 


Die Kristalloptik der Röntgenstrahlen. 
4a ehr) 
p ko — ke 
die Operation rot rot vor. Ihr Ergebnis ist bekanntlich, daß 
die zu f, parallele Komponente der Amplitude unwirksam 


wird und nur die transversale Komponente p,,, multipliziert 
mit dem Faktor k,?, in den Ausdruck fürs Feld eintritt: 


ke 


Wird k, nach (6) durch e, ausgedrückt und von e, nur die 
erste Potenz beibehalten, so ist das gesamte Feld, das aus 
dem Dipolansatz f, entsteht: 


Diese Darstellung kann als abgebrochene Entwicklung des 
aus dem Potential (4”) folgenden strengen Feldes nach den 
kleinen Größen &, betrachtet werden. 


{7) 


§ 3. Die Dynamik im ganzen Kristall. 


Die Summe (8) gibt die wesentlichen Teile des Feldes 
wieder, das durch den Ansatz der Dipolwelle f,, gleichlaufend 
dem Primärstrahl, entsteht. Sie ist das Ergebnis einer reinen 
Summation der Kugelwellen, die durch die vorgeschriebenen 
Dipolbewegungen entstehen. Es ist nun zu untersuchen, unter 
welehen Bedingungen die Dipolbewegungen selber durch das 
von ihnen erzeugte Feld unterhalten werden können (dynamisch 
abgeschlossener Zustand).*) 


a) Aufstellung der Schwingungsgleichung. Sei also die 
Richtung des Primärstrahles und damit ein geometrischer Ort 
für den Ausbreitungspunkt gegeben. Nach der am Schluß des 
vorigen Paragraphen angegebenen Weise werde festgestellt, daß 
nur n Interferenzstrahlen auftreten können, wenn der Aus- 
breitungspunkt in der Nähe des Punktes — k, auf dieser Rich- 
tung liegt. Die Frage ist: läßt sich aus dynamischen Erwä- 
gungen die Lage des Ausbreitungspunktes in diesem Bereiche 
bestimmen ? 


1) Vgl. I, $2, 
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Von den Dipolen wird vorausgesetzt, daß sie dieselbe 
Schwingungsgleichung befolgen wie die Dispersionsdipole, also 
ohne Dämpfung: 


= flep =e x erregende elektr. Kraft ©’. 


Die Division mit der Ladung e ist nötig, um vom Moment p 
auf die Amplitude der Schwingung zu kommen; unter Ein- 
führung der Eigenfrequenz w, = Vi/m und Berücksichtigung 
der Abhängigkeit von der Zeit ist die Schwingungsgleichung 


(9) = (@* — = 


Wir werden voraussetzen, einen „normalen‘ Kristall vor uns 
zu haben, bei dem (w* — w,*) von der Größenordnung der 
Röntgenfrequenzquadrate ist. 

Welche erregende elektrische Kraft € wirkt auf den 
einzelnen Dipol? Man weiß aus der Dispersiönstheorie, daß 
sie erhalten wird, wenn von dem Gesamtfelde der Beitrag 
des zu erregenden Dipols abgezogen wird. Dadurch erhält 
das Feld am Orte des Dipols statt des Wertes +00, den es 
bei Anwesenheit des Dipols hat, einen endlichen bestimmten 
Wert. Es ist sofort zu sehen, daß an dem Felde (8) durch 
diesen Abzug nichts geändert wird. Es enthält die Unstetig- 
keit nicht, die am Orte des Dipols eintritt, und ist die 
Summe so zahlreicher einander verstärkender Einzelwirkungen, 
daß der Ausfall eines endlichen Teiles eines einzigen Dipolfeldes 
nichts an seinem Werte ändern kann. Die abzuziehende Un- 
stetigkeit liegt bei den unendlich vielen anderen Gliedern 
des strengen Ausdruckes fürs Feld, deren an sich schwache 
Wellen sich an den Orten der Dipole zu unendlichem Werte 
häufen. Ihre Singularität wird fortgenommen, und was als 
erregendes Feld übrig bleibt, ist in den wesentlichen Teilen 
gerade das Feld (8). 

Die Schwingungsgleichung für den (l, m, n)ten Dipol wird 
mit dem richtigen Werte für das erregende Feld: 


Sie soll erfüllt sein an den Orten der Dipole R,mn, Wo, wie 
im vorigen Paragraphen betont wurde, 
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Daher genügt!) für p der Ansatz 


(12) Pimn = 


wo 5b die größte Elongation der Dipole ist. Die Konstanten 
fassen wir in der reinen Zahl 


(13) Q=— 


zusammen, die als dynamischer Widerstand des Gitters zu 
bezeichnen ist, Hiermit geht die Schwingungsgleichung über 
in die Gleichung 


(14) - 


Dies ist die lineare homogene Vektorgleichung, in deren Lösung 
das ganze Problem gipfelt. Durch sie wird die Dipolamplitude b 
der Richtung nach bestimmt, wenn man die Resonanzfehler e, 
als bekannt voraussetzt. Die Amplitudenbestimmung kann 
ergänzt werden durch die Normierung 

(15) |b} =1. 

Die Lésbarkeit der Gleichung setzt einen gewissen Zusammen- 
hang voraus zwischen den Größen, die bei Bildung der rechten 
Seite von (14) beteiligt sind; das sind die Resonanzfehler &, 
und die Richtungen der Strahlen, nach denen die Aufspaltung 
von 5 stattzufinden hat. Denkt man sich die Gleichung in 
die 8 Gleichungen für die 8 Komponenten von 6 nach den 
Achsenrichtungen (& Y z) aufgelöst, so ist die Lösbarkeits- 
bedingung das Verschwinden der Determinante aus den Ko- 
effizienten von b,, b,, b,. Diese Bedingung liefert den Zu- 
sammenhang zwischen den Strahlrichtungen und den Resonanz- 
fehlern und bestimmt hierdurch die Lage des Ausbreitungs- 
punktes nach dynamischen Forderungen. 

b) Größenordnungen. Dabei wird die Voraussetzung erfüllt, 
daß die Abstände k,e, der Punkte des reziproken Gitters von 
der Ausbreitungskugel sehr klein sind gegen die Maschenweite 

1) Nach dem Gedankengang auf p. 529 wäre das Moment an- 


zusetzen als Summe von Momenten, die den Wellen des elementaren Inter- 
ferenzfeldes gleichlaufen: 
Pian = Sipe’ 
Wegen (11) ist dieser Ansatz identisch mit dem Ansatz (12), wobei 
e-b= Sip. 

Die Darstellung auf p. 529 führt unmittelbarer als die formal 
einfachere Rechnung dieses Paragraphen auf den Grad der Dispersions- 
gleichung. 
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des Gitters, wie schon eine rohe Betrachtung der Größen- 
ordnungen in Gl. (14) ergibt. Denn da b,, von gleicher Größen- 
ordnung ist wie b selbst, da ferner die e, untereinander gleiche 
Größenordnung haben sollen — sonst fallen praktisch einige 
der Strahlen fort —, so müssen die 


s, von der Ordnung - 


sein. Welches ist der Wert von 22? Das läßt sich nicht be- 
antworten, ohne sich an genauere Ansichten über die Natur 
der schwingenden Ladungen zu binden, die bisher nur unter 
dem schematischen Bilde der Dipole oder Dispersionselek- 
tronen auftraten. Das einzige, was mir sicher festzustehen 
scheint, ist, daß es keine positiven Atomkerne sein können, 
denn deren große Masse würde nur erheblich kleinere Ampli- 
tuden und Momente gestatten, als bei den zweifellos im Kristall 
vorhandenen Elektronen entstehen müssen. Andererseits ist be- 
kannt (z. B. aus den Braggschen Versuchen an Flußspat), daß 
die Kugelwellen der einzelnen Gitterpunkte eine Amplitude 
haben, die annähernd proportional ist dem Atomgewicht der 
verschiedenen Atomarten, die im Gitter vorkommen. Die 
Vorstellung scheint mir nicht unnatürlich, daß in den eigent- 
lichen Gitterpunkten die Atomkerne zu suchen sind, die von 
der Mehrzahl ihrer Elektronen in nächster Nähe (klein gegen 
Atomabstand und Röntgenwellenlänge) umgeben sind. Einige 
wenige Elektronen befinden sich in größeren Entfernungen 
von den Kernen und halten durch quantenmäßig ausgezeichnete 
Bahnen das Gittergefüge zusammen. Auf ihnen beruhen 
chemische und elastische Kräfte im Kristall und seine optischen 
und elektrischen Eigenschaften. Für die Röntgeninterferenzen 
sind sie wirkungslos, weil sie (bei nicht ganz leichten Atomen) 
verhältnismäßig wenig zahlreich sind und sieh bei ihren stark 
wechselnden Lagen nicht zu einem Gitter von einiger Regel- 
mäßigkeit zusammenfassen lassen. Die den Kern um- 
gebende Elektronenwolke hingegen wirkt infolge (9) nach 
außen hin einem Dipol gleich, dessen Ladung und Masse je 
das Vielfache des Wertes fürs einzelne Elektron hat, da 
bei N Elektronen (N etwa = Stellenzahl des Atoms im peri- 
odischen System) m/e? den 1/N-fachen Wert wie für ein 
Elektron hat. Eine genauere Betrachtung müßte Ausdehnung 
und Aufbau der „Wolke“ berücksichtigen. 

Ich entnehme nun der Dispersionsformel für Anhydrit 
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(I, § 9), um einen Anhalt zu ‘gewinnen, einen experimentell 
bestimmten mittleren Wert - 


® 


= 1,8: 10-™ [seof]. 


Wegen 
2ne 
= — 
wird hiermit, wenn @, neben  unberticksichtigt bleiben kann: 


Dar Faktor A, der auf Grund der Bestimmung bei Anhydrit 
gleich 10-9 ist, kann wohl je nach dem Kristall von 10? 
bis 10-1" schwanken. Die Wellenlänge liegt im Bereich von 
0,1-10-8 bis 10-10-®; hiernach erhält man als äußerste Werte 
für lange und kurze Wellen: 


(16) 2 zwischen 10% und 10°; -e zwischen 10-* und 109, 


Für den Abstand des iten Gitterpunktes von der Ausbreitungs- 
kugel ergibt sich in Maschenweiten des reziproken Gitters 
gemessen der selbst für lange Wellen sehr kleine Wert 


(16) zwischen und 107°. 


Hiermit ist gezeigt, daß die Voraussetzung über die Klein- 
heit der Resonanzfehler bei „normalen“ Kristallen in aus- 
reichendem Maße erfüllt ist, und daß die Absonderung der 
„wesentlichen Glieder‘ des Potentials (4”) praktisch durch- 
geführt werden kann. Es ist nun die Bedingung der Lösbar- 
keit, die Dispersionsgleichung, aus (14) abzuleiten. 

ce) Ableitung der Dispersionsgleichung. Es sei 8, der Einheits- 
vektor in der Richtung der tten Interferenzwelle und ferner 


(17) Q, = Qe, 


eine reine Zahl, der ,,dynamische Resonanzfehler“, deren Größen- 
ordnung, wie eben gefunden, 1 it: 
Ferner werde abkürzend gesetzt 


(18) Q= 


Die Komponente von 5 längs ist und da- 
her ist 
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(19) Bye = b — 8, (68,) = [8, (68,)] (nach 
Wird der erste Ausdruck in die Vektorgleichung (14) 
eingesetzt, so entsteht 


oder 
(20) 


Man kann die rechte Seite dieser Gleichung als ein Verfahren 
auffassen, um den Vektor 6 herzustellen und dieses Verfahren 
auf die rechte Seite von (20) selbst wiederholt anwenden. 
Man erhält so die Doppelsumme 


1 8, (8; (Bx b) 
@i- UY f $2; 


Zur Verkürzung der Schreibweise soll noch der Vektor 3,/V 2, 
durch seinen (vektoriell zu schreibenden) Index bezeichnet 
werden: 


(21) SP=Q. 
Dann gilt fir 6; 


usw. 


T= 


(22) 


1) Um mich auf bekannte Vektorformeln berufen zu können, seien 

folgende Formeln angeführt: 
I. fafbe]]=b(ac) — c (ab). 

IL. [[ab] [cd]] == 6 (a [cedJ) — a(b [ed]) = c(d[abJ) — d(¢ [ab)). 

Der letzte Teil der Doppelgleichung dient zur Darstellung eines 
Vektors » durch 3 andere a, b, c: 

II. (a [bc}) a(v [be]) + 6 (v [ca}) + c(v [ab]. 

Wird hierin a = [bc] gesetzt, so ‘gilt folgende Darstellung von v 
durch zwei Vektoren b und c: 
IV. [be Pb == [be] + b c® (vb) + (vc) — b(be) (ev) 

- ¢(¢b) (bp). 
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Die Lösbarkeitsbedingung muß dadurch gewonnen werden, daß 
eine Gleichung hergestellt wird, die auf beiden Seiten den 
gleichen vektoriellen Faktor hat. Man summiere zu diesem 
Zweeke die nach IV. geltende Identität 


ip = [i +7 + (6 (ED) 
— £(£i) (ib) 


über alle Vektoren i, f. Dabei werden von FR 4 letzten Summen — 


rechts je 2 einander gleich und sind nach (22) nichts anderes 
als der Vektor 6 selber mit einem Faktor. Es entsteht die 
Beziehung 


(23) | + @+ 2(1 — Q} 
+ 201 = SAHOO. 
Die Gleichung (28) kann wieder als eine Bildungsvorsehrift 


für b angesehen werden. Wird sie in die erste der Gleichungen (22) 
eingetragen, die zu dem Zwecke mit dem Faktor {...}aus (28) 


erweitert wird, so entsteht eine dreifache, nach den Vektoren. 


i, £, | fortschreitende Summe 
(24) + 201 - Qj = (tf). 


Auf der rechten Seite treten mit dem gleichen Faktor (I[if]) 
bzw. seinen zyklischen Vertauschungen die Summenglieder 


auf, deren Summe nach III. gleich (i[f{]).6 ist, so daß statt 
der rechten Seite geschrieben werden kann 


+5. > 


Hiermit ist erreicht, daß in (24) beiderseits der gleiche 
Vektor b steht, und es folgt die Notwendigkeit, daß die- skalare 
Bedingung erfüllt wird 
25) D=-I + + (1 

Diese Gleichung, die infolge der Definition (21) eine Be- 
ziehung ist zwischen den Richtungen der Interferenzstrahlen 
und den dynamischen Resonanzfehlern, heißt die Dispersions- 
gleichung. Mit den Einheitsvektoren 3, geschrieben, ist sie 
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Wird schließlich, wie es für Zwecke der Ausrechnung bequemer 
ist, für die Indizes die Bedingung eingeführt i< k <1 (was 
möglich ist, weil bei Gleichheit zweier Indizes die Doppel- 
summe und die dreifache Summe keinen Beitrag erhalten), 
so treten statt der 6 Terme, die durch Vertauschung von 
(i, k, l) entstehen, nur einer, und anstatt der 2 Terme ik, ki 
ebenfalls nur einer in die Summe, so daß gerade die Zahlen- 
faktoren durch die Indexbeschränkung fortfallen: 


(25°). D= + (I ®) +0-— =, 


Die Erfüllung der EEE RE ist nicht nur not- 
wendige Bedingung für die Lösbarkeit der Vektorgleichung, 
wie aus der Ableitung hervorgeht. Sondern es kann bei Fort- 
führung der allgemeinen Theorie gezeigt werden, daß es die 
hinreichende Bedingung ist, mit der sich ein ganz bestimmter 
Ausdruck für die Amplitude 6 finden läßt. An dieser Stelle 
sollen, bevor die Verhältnisse bei zwei Interferenzstrahlen als 
Beispiel und übersichtlichste Anwendung herangezogen werden, 
nur die allgemeinsten Eigenschaften der Dispersionsgleichung 
besprochen werden. 


d) Grad der Dispersionsgleichung ; Dispersionsfläche. Zu- 
nächst: welchen Grades ist die Dispersionsgleichung? Die 
dreifache Summe läßt sich, da die Summenglieder mit zwei 
gleichen Indizes keinen Beitrag liefern, auf den gemein- 
samen Nenner /7Q2, vom Grade n bringen. Gleiches gilt für 
die Doppelsumme; aber.da sie mit Q als Faktor auftritt, ist 
es nötig, als gemeinsamen Nenner der ganzen Gleichung 7 2,? 
zu wählen. Auch das Glied Q? verlangt diesen Nenner. Daher 


ist der Grad. der Gleichung = 2n. 


Wie wird durch die Dispersionsgleichung der Ausbreitungs- 
punkt bestimmt ? 

Es wird vorausgesetzt, daß die Richtung des Primär- 
strahles, 3,, fest gegeben sei. Das gibt für den Ausbreitungs- 
punkt einen geometrischen Ort ; außerdem darf der Ausbreitungs- 

— punkt, wenn den Voraussetzungen über die Anzahl starker 
Interferenzstrahlen entsprochen werden soll, nicht weit vom 


Laueschen Ausbreitungspunkte entfernt liegen. Seine Lage 


ist durch Kenntnis von ¢, festgelegt. Da die anderen e, geo- 
metrisch von der Mittelpunktslage und damit von ¢, abhängen, 
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kann die Dispersionsgleichung als für 
& bzw. 2, aufgefaßt werden. 


Die Richtungen 3, der Interferenstrahlen außer 3; hängen 
streng genommen ebenfalls von e, ab, da sie mit der Lage 
des Ausbreitungspunktes wechseln. Aber es bringt nur Fehler von 
höherer Ordnung mit sich, wenn statt der wahren Richtungen $, 
zur Bildung der vektoriellen Produkte in der Dispersions- 
gleichung die angenäherten Richtungen benutzt werden, die 
durch die Lauesche Ausbreitungskugel gegeben sind. Dann 
sind die Koeffizienten der 922; in (25’) bekannt und es bleibt 
nur festzustellen, wie die 2, durch die 
von 922, abhängen. 


Dieser Zusammenhang muß ausgedrückt werden, obne 
das geometrische Problem zu lösen, in welchen Abständen 
die einzelnen Gitterpunkte von der Ausbreitungskugel liegen 
— ein Problem, das zu einer höchst unübersichtlichen Antwort 
führen würde. Vielmehr bietet sich folgender Weg, der kon- 
sequent von der Laueschen Theorie aus weiterführt. Man 
nenne kt, den Abstand, den der ite Gitterpunkt von der 
Laueschen Ausbreitungskugel hat, deren Lage ja allein durch 
die Riehtung 8, bekannt ist. Der Primärpunkt 1 hat den 
Abstand 0; für die anderen Punkte trifft dies nur in Aus- 
nahmefällen zu. ‘Der Abstand k,£, werde, wie früher k, &,, 
nach außen positiv gerechnet; er mißt die Ungenauigkeit, mit 
der bei der vorgeschriebenen Rich- 
tung 3, die alte Lauesche Bedingung 
für das Auftreten der anderen Inter- 
ferenzstrahlen erfüllt ist und heiße 
darum der (geometrische) Anregungs- 
fehler der iten Interferenzwelle. 

Wird die Lauesche Ausbreitungs- 
kugel durch Verschiebung längs 3, in 
die dynamisch richtige Ausbreitungs- jsuescher ) Ausbreitangs- 
kugel übergeführt, so erhält Punkt 1 4 dynamischer punkt. 
den Abstand k,e, und der Punkt i, Fig. 5. 
wie aus Fig. 5 hervorgeht, den Abstand 


(26) ky &; = (C4 + &1 608 (i, 


Die &, können also linear durch e, ausgedrückt werden — für 
den Fall, daß einer der Interferenzstrahlen senkrecht auf dem 
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Primärstrahl steht, fällt die Abhängigkeit in dieser Näherung 
mit Recht fort — und daher ist die Dispersionsgleichung eine 
Gleichung vom 2n ten Grade für e,- 

Es läßt sich leieht zeigen, daß diese Gleichung in gewissen 


wichtigen Fällen nur reelle Wurzeln hat. Aber da die Voraus- 


setzung, das starre Festhalten an der Richtung des Primär- 
strahles, später (§ 6) aufgegeben werden wird, soll der Be- 
weis, der ganz ähnlich dem dort zu erbringenden Beweise 
verläuft, hier fortfallen. Zugleich muß darauf verwiesen werden, 
daß in § 5 die Bedeutung komplexer Resonanzfehler e er- 
örtert wird. Beziehen wir die Möglichkeit komplexer Wurzeln 
in die allgemeine Formulierung des Satzes mit ein, so ergibt 
sich: Für jede Richtung 3,, die zu n Interferenzstrahlen An- 
laß gibt, existieren 2n dynamisch mögliche Ausbreitungspunkte. 
Wird die Richtung 3, innerhalb solcher Grenzen abgeändert, 
daß die n Anregungsfehler £, klein bleiben, so bildet die 
Gesamtheit der Ausbreitungspunkte die 2 n-schalige Dispersions- 
fläche. Sie ist der „dynamische Ort‘ für den Ausbreitungs- 
punkt und, wie in $ 1 auseinandergesetzt, die Erweiterung 
der Normalenfläche der Kristalloptik. 

Die Dispersionsfläche bringt die dynamischen Möglich- 
keiten zum Ausdruck, ohne an das Festhalten der Richtung 4, 
gebunden zu sein, das zu ihrer Ableitung 
gebraucht wurde. Die schematische Fig. 6 
möge beispielsweise drei Strahlen 3, 3, 3, 
zeigen, die durch Konstruktion der Laue- 
schen Ausbreitungskugel gefunden sind. 
L sei der Punkt, der von den 8 Gitter- 
punkten (1), (2), (8) in der Entfernung k, 


fe © hörigen 6 Schalen der Fläche gezeichnet. 
® Wird die Richtung des Strahles 1 zur 
Fig. 6. Ausbreitungsbedingung gemacht, so er- 

geben sich die 6 DurchstoBpunkte x x... 

als Ausbreitungspunkte. Es kann aber ebensogut eine andere 
Bedingung fiir die Ausbreitung gestellt werden, z. B. gleiche 
Amplituden der Strahlen 1 und 2, d.h. e,=e,. Der 
Ausbreitungspunkt muß dann in der Mittelebene zwischen 
den Punkten (1) und (2) liegen, und es bleiben für seine Lage 
die 6 Schnittkurven dieser Ebene mit der Dispersionsfläche 


liegt. Über und unter ihm sind die zuge- 
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offen. Soll etwa auch Strahl 3 dieselbe Amplitude haben, 
so ist der Ausbreitungspunkt weiter auf die Mittelebene (1) — (8) 
beschränkt. Die Behnittgerade der beiden Mittelebenen (1) — (2) 
und (1)—(8) geht aber durch L hindurch, so daß die bezüg- 
lieh der Ebene (1)-(2)-(8) senkrecht über und unter L ge- 
legenen 6 Ausbreitungspunkte gleiche Amplitude der 8 Strahlen 
erzeugen. 

Dieses Beispiel für die Anwendungsmöglichkeit der Dis- 
persionsfläche kann um so mehr genügen, als die weiteren 
Paragraphen sie zur Lösung des Randproblems beim Einfall 
einer Röntgenwelle auf die Kristalloberfläche benutzen werden. 
Wie im Ausbreitungspunkt und der Ausbreitungskugel das 
rein kinematische Ergebnis der Summation von. Dipolwellen 
niedergelegt ist, so verkörpert die Dispersionsfläche die Ver- 
bindung dieser Kinematik mit der Dynamik der Dipole. 
Darum ist sie die Grundlage für weitere Aufgaben. 


84. Die Dispersionsfläche bei zwei Strahlen. 

Nächst dem trivialen Falle, daß aus dem Ansatz der 
ebenen Dipolwelle nur ein Strahl, der gleiehlaufende Primär- 
strahl, entsteht, ist die einfachste Möglichkeit, daß außer 
diesem nur ein Sekundärstrahl vorhanden ist. Es liegen 
nur die Punkte (1) und (2) in der Nachbarschaft der Laue- 
schen Ausbreitungskugel. 

Dureh die beiden Strahlen ist eine Polarisationsebene für 
die Amplitude 6 der Dipole gegeben und es sind die Fälle 
(I): 6 senkrecht auf Ebene (3,, 8), (II): 6 in Ebene (3,, 4.) 
zu unterscheiden. 

I. Sei 6 senkrecht auf (8,, 3,). Das Feld in der Richtung 1 
ist proportional b/e,, das in Riehtung 2 proportional b/e,, 
so daß die Schwingungsgleichung lautet 


op +2). 
Die Dispersionsbedingung ist deshalb 
(27) 


II. Wenn 6 in der Ebene der Strahlen 1, 2 liegt, so ist 
die Schwingungsgleiehung 
= 4 Pas. 
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Man spalte b in zwei Vektoren a, und a,, von denen a, auf 3,, 
a, auf 8, senkrecht steht, und stelle die Schwingungsgleichung 

fir die zwei Richtungen a, und a, auf; 
man erhält für die Amplituden a, und 
fy "a, 9, %, wenn x der Winkel zwischen den 
Strahlen ist: 


a, | 


28 
5; ( ) | 2a, = 
Fig. 7. und als Deine 
| (2--) 
% & y 1 1 sin’ y 
(28’) | | 


Der Fall zweier Interferenzstrahlen ist deshalb so be- 
sonders einfach, weil die beiden Schwingungsrichtungen für 
sich je eine Dispersionsgleichung vom 2ten Grade liefern. 
An der im vorigen Paragraphen aufgestellten allgemeinen 
Dispersionsgleichung (25”) läßt sich diese Aufspaltung gut 
sehen. Für den Fall, daß nur 2 Strahlen vorhanden. sind, 
ist die dreifache Summe, deren vektorielles Produkt das 
Quadrat des Tetraederinhaltes aus je drei Vektoren ist, Null, 
wie übrigens aus der Indexbeschränkung schon hervorgeht. 
Da [3,8]? = sin? % ist, entsteht aus (25’’) 


(29) 


Das Verschwinden des ersten Faktors liefert die Gl. (27), das 
des zweiten Faktors Gleichung (28). Durch die neuerliche 
Ableitung der Dispersionsgleichungen ist ihr Entstehen viel- 
leicht unmittelbarer hervorgetreten als in der Allgemeinheit 
des vorigen Paragraphen, und ihr Zusammenhang mit der 
Schwingungsrichtung ist für diesen Fall klargestellt, ohne die 
allgemeine Darstellung des Vektors b voranschieken zu müssen. 

Wie sehen in diesem Falle die 4 Schalen der Disper- 
sionsfläche aus? Es läßt sich etwas einfacher bei dieser 
Feststellung verfahren als im vorigen Paragraphen, wo für 
jede Richtung 3, die Durchstoßpunkte mit der Fläche er- 
mittelt werden sollten. Um die Lage der Fläche zu bestimmen, 


BE 
ne 
(1 
(l 
br 
ul 
di 
: ne 
: el 
| 6 
oC 
A 
b 
0. 
(3 
d 
li 
W 
D 


Die Kristalloptik der Röntgenstrahlen 558 
~ 

gehen wir aus von einem Bezugspunkt L, der sich hier ganz 
natürlich als der Punkt bietet, der von beiden Gitterpunkten 
(1), (2) die Entfernung k, hat und in der Strahlenebene liegt 
(Lauescher Ausbreitungspunkt für beide Strahlen). Der Aus- 
breitungspunkt A liegt in der Nähe des Bezugspunktes L, 
und der Vektor von L nach A heiße v. Die Resonanzfehler, 
die bei dieser Lage entstehen, sind, wie aus Fig. 8 zu ent- 
nehmen, —(v3,) bzw. —(v8,). Hiermit geht die Dispersions- 
gleichung für den Fall I (Schwingungen senkrecht zur Strahlen- 
ebene) über in 


(80) 
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® ® 
Fig.9. , 


oder bei Zugrundelegung des Koordinatensystems &, Z, dessen 
Achsen mit den Riehtungen der Strahlen 1 und 2 die Kosinus 


(a, Yy) bzw. (a, y) 
bilden und in dem » die Komponenten é, £ hat: 


Dies ist nichts anderes als die Gleichung einer EEE 


deren Scheitel in den Punkten 


2 
&= (0, 
liegen. Der Mittelpunkt hat die Koordinaten 


während die Asymptotenlage sich aus &/{= +y/a ergibt. 
Die Asymptoten stehen senkrecht auf den Strahlen 1 und 2, 
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Wird der Fall des normalen Kristalls den Zeiehnungen 
zugrunde gelegt, für den 2 negativ ist, so ist die Lage der 
Dispersionsfläche die in Fig. 9 — maßstäblich allerdings ab- 
sichtlich falsch — dargestellte. Der Bezugspunkt L (£=0, ¢ =0) 
gehört, wie aus (30’) hervorgeht, als Scheitelpunkt zum einen 
Hyperbelzweig; der andere Zweig liegt näher zu den Punkten 
(1), (2) hin. 

Vergleichen wir hiermit sofort den Fall II, bei dem die 
Sehwingungen in der Ebene der Strahlen stattfinden. Die 
Dispersionsgleichung ist 


oder unter Einführung der gleichen Koordinaten wie oben 


Dies ist eine Hyperbel mit demselben Mittelpunkt 


(¢=-0, | 
wie bei der vorigen Hyperbel. Auch die Asymptoten liegen 
wie früher; aber die Scheitelpunkte sind 
t=0, bzw. - 
ihre Entfernung ist nur 


cos ¥ 


gegen die frühere Entfernung 2/Q«. Die Hyperbel liegt also 
tiefer in den Winkel der Asymptoten eingebettet als die 
vorige Hyperbel. 

Es geniigt bei zwei Strahlen den Schnitt der Dispersions- 
fläche mit der Ebene der Strahlen zu betrachten, wie es eben 
geschehen ist. Da der Bezugspunkt L stets in der Strahlen- 
ebene gewählt werden kann, ist die Dispersionsfläche von 
der dritten Koordinate unabhängig. Eigentlich geht sie aus 
der durch die zweite Hyperbel ergänzten Fig. 9 durch Drehung 
um die Verbindungslinie (1)—(2) als Achse hervor; aber da 
die Entfernung des Pezugspunktes von dieser Achse sehr 
groß ist, kann die Fläche in jedem Punkte als Hyperbelzylinder 
betraehtet werden, der auf Fig. 9 erriehtet zu denken ist. 
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Zur Verdeutlichung der Größenverhältnisse ist es nötig, 
einen festen Maßstab anzulegen. Dieser findet sieh im ,,nor- 
malen Resonanzfehler‘ —1/Q, das ist die Abweichung des 
Brechungsindex vom Wert 1, die nach der Drudeschen Dis- 
persionsformel ein einzelner Röntgenstrahl erleiden sollte. Für 
den isolierten Röntgenstrahl wäre die Dispersionsfläche eine 
Kugel vom Halbmesser - 


Die Asymptotenebenen der Hyperbelzylinder sind nun 
nichts anderes als Ausschnitte aus den normalen Dispersions- 
kugeln der Strahlen 1 und 2, die für die kleine Umgebung 
des Bezugspunktes, für die allein die dynamische Betrachtung 
beider Strahlen erlaubt ist, durch ihre Tangentialebenen er- 
setzt werden können. Die Asymptotenebenen stehen in der 


Tat senkrecht auf den Strahlriehtungen und haben von den 
Strahlpunkten den Abstand 

Die auf 1 senkrechte Asymptotenebene wäre daher die Dis- 
persionsfläche für Strahl 1, wenn nicht Strahl 2 störend auf- 
träte, und das gleiche Verhältnis hat die andere Asymptoten- 
ebene zu Strahl 2. Bei größerer Entfernung des Ausbreitungs- 
punktes vom Bezugspunkte tritt entweder der eine oder der 
andere Strahl mit überwiegender Amplitude auf, und der 
schwächere Strahl vermag die Ausbrei- 
tungdes stärkeren kaum zu beeinflussen. 

Hiernach läßt sich die Dispersions- 
fläche für 2 Strahlen so schildern 
(Fig. 10): die beiden normalen Disper- 
sionskugeln der. Strahlen 1 und 2 können 
sich infolge der Wechselwirkung nieht 
unverändert durchsetzen. Sondern es Fig, 10. 
findet an dem Durchsetzungskreis cine regelrechte Verzweigung 
der beiden Kugeln statt, indem der Zusammenhang der zur 
gleichen Kugel gehörenden Flächenteile beiderseits des Durch- 
setzungskreises aufgehoben und dafür je die beiden äußeren und 
die beiden inneren Kalotten der Dispersionskugeln durch eine 
Fläche verbunden werden. Dies gilt für jede Polarisations- 
richtung; im ganzen entstehen in der Nähe des Durchsetzungs- 
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kreises (4) getrennte Schalen, die sich im erster Näherung als 
2 Hyperbelzylinder darstellen lassen. 
In dieser ‚allgemeinen Fassung ist die Ausdehnung auf 
den Fall mehrerer Interferenzstrahlen nahegelegt. 
Die Dipolamplitude ‘ist im Falle TI festgelegt dureh das 
ans (28) zu ee Verhältnis 


— 1/8 cosy 

(82) 
Fir die bereits in ‘großer Nähe 
Asymptotenebenen liegen, ist entweder a, oder a, gleich Null; 
d..h. die Amplitude steht senkrecht auf dem starken Inter 
ferenastrahl. Für die anderen Lagen des Ausbreitungspunktes 
hat sie eine Riehtung zwischen jenen beiden ‚Grenzrichtungenz 
der ihr zur Verfügung stehende Winkel hat gleiche Lage wie 
der Asymptotenwinkel 

Aus dem Beispiel zweier Interferengstrablen ist zu sehen, 
wie Strahlen, wenn ihre Ausbreitungsbedingungen (Resonang¢ 
fehler) ungünstig werden, an dynamischem Einfluß verlieren, 


Deshalb läßt es sich durchführen, aus den unendlich vielen : 


Interferenzwellen des strengen Feldes (4”) die n stärksten 
abzusondern und allein der dynamischen Betrachtung zu 


unterwerfen, ohne ängstlich auf die riehtige Abgrenzung der % 
noch zu berücksichtigenden Strahlen bedacht zu sein. _ 


(Fortsetzung folgt im nächsten Heft.) 
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Induktorium Patent Klingelfuss mit eingebauter MeBspule und 
eingeschaltetem Sklerometer und Milliampéremeter. Beide Instru- 
mente sind spannungslos gegen Erde und können in beliebiger Ent- 
fernung vom Induktorium und der Röntgenröhre aufgestellt werden. 


FR. KLINGELFUSS & CO., BASEL 
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Ernst Leitz, Wetzlar 
Optische Werke 


Zweiggeschäft: 
Berlin NW, Luisenstraße 45 


Mikroskope 


für alle Arten von 

Untersuchungen für 

mon- und binokularen 
Gebrauch 


Projeklions- 
apparate 


für physikalische Ver- 
Boyenlampen star una 


Schwachstrom, mit rechtwinkliger Kohlenstellung. 


Ulirakondensoren 
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Max Kohl A.G. Chemnitz 


:: Fabrik physikalischer Apparat 


Hörsaal- u. Laboratoriums-Einrichtungen 


KOHL 


Experimentiertisch für Physik. 3 N 
Rotierende Quecksilber - Hochvakuum - Pumpen“ 
Ölluftpumpen — Experimentier - Schalttafeln 


Preislisten und Sonderangebote bereitwilligst 


Verlag von Johann Ambrosius Barth in Leipzig. 


Ernst Mach 

- - 

als Philosoph, Physiker und Psycholog 
Eine Monographie 
von Dr. Hans Henning in Frankfurt a. M. 
XVIII, 185 Seiten. 1915. M. 5.—, geb. M. 6 — 
Hierzu kommen die jetzt eingeführten Teuerungszuschläge 

Zum ersten Male wird hier eine gesamte Darstellung der Mach’schen Arbeiten 
gegeben, für die der Verfasser fast das ,,nonum prematur in annum“ in Anspruch 
nehmen darf. Der Einteilung in Philosophie, Physik und Psychologie entsprechend 
wendet sich das Buch an weitere Kreise, nicht bloß an Philosophen. Sowohl der 
Physiker, als auch der Psycholog dürften einigen Nutzen daraus ziehen, dab endlich 
Machs Arbeiten zusammengestellt sind, ja diese Zusammenfassung ist geradezu ein 
Bedürfnis. Ernst Mach ließ den Spezialwissenschaften so fruchtbare Anregungen und 
Förderungen zuteil werden, daß die Monographie dieses Klassikers der Naturwissen- 
schaften keine besondere Begründung braucht. Eine solche historische Schilderung des 
Gesamtwerkes findet ihren Wert in sich selbst, sie dient dem Freund wie dom Gegner. 


VERLAG von LEOPOLD VOSS in LEIPZIG 


Die vaterländische und militärische 
Erziehung der Jugend 


von Professor Ferdinand Kemsies 


86 Seiten. 1195. M.1 
Hierzu kommen die jetzt eingeführten Teuerungszuschläes. 
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Arthur Pfeiffer, Wetzlar O 


Werkstätten für Präzisionsmechanik und Optik, gegr. 1890. 


Spezialfabrik von Luftpumpen zu Demonstrationen 
und für wissenschaftliche Zwecke. 


Rotierende Quecksilber-Hochvakuum-Pumpen 


System Pfeiffer, D.R.P. $ystem Gaede, D.R.P. 
angemeldet 


Hochvakuum- 
Apparate 
zur 
Demonstration 
und zu 
wissenschaftlichen 
Untersuchungen, 


Neu- 
konstruktionen 
nach Angabe. 


Vakuummeter n. Reiff, mit direkter Ablesung, D.R.P. angemeldet. 


Geryk-Öl-Luftpumpen, D.R.P. Rotierende Öl-Luftpumpen, D.R.P. 


Alle Arten von 
Luftpumpen; 
Trockene rotierende 
Luftpumpen, 
Trockene Schieber- 
luftpumpen, 


Quecksilberluftpumpen 
aller Systeme, 


Kompressionsluftpumpen. 


Funkenlänge 
Eingetragene Induktoren 
~ mit Demon- 
Ro strations- 
schaltung. 
Fabrik-Marke Alle 
' Nebenapparate. 


| Listen auf Verlangen! | 
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Eigene Spezial-Fabrikation von Funkeninduktoren von 4-1000° 
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‚Leybold’s Nachfolger) 


Neu! 


D.R.P. 
(vergl. Annalen der Physik 46. 1915, $. 337— 392) 


Luftleere 0,00001 mm Hg und höher. 


Die Sauggeschwindigkeit der Diffusionspumpe ist etwa 
so groß wie bei Gaede’s rotierender Quecksilberpumpe, 
vor welcher sie aber den Vorzug besitzt, alle Dämpfe 
wie Wasser- und Fettdämpfe, ausgenommen allein Queck- 
silberdämpfe, abzusaugen. Wegen des Fortfalls jeder 
mechanischen Bewegung nach Abstellen der Vorvakuum- 
pumpe ist die Diffusionspumpe für alle diejenigen 
Apparaturen und wissenschaftlichen Versuchsanord- 
nungen unentbehrlich, bei welchen eine Luftpumpe 
dauernd ohne Bewachung die höchsten Vakua aufrecht 
erhalten muß. Das erforderliche Vorvakuum von 0,1 mm 
wird am besten mit der 


Gaede’schen Kapselpumpe 


erreicht. 


Ein neues Prinzip für Luftpumpen! 
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Alleinige Inseratenannahme durch: Gelsdorf & Co., Eberswalde. 
Metzger & Wittig, Leipzig. 
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